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    În cele ce urmează vom da mai multe soluŃii ale inegalităŃii (1) urmate de 
generalizări , rafinări şi aplicaŃii. 
Pentru orice ,x y ∈ℝ  cu 1, 1x y≤ ≤ are loc 

inegalitatea: ( )22 21 1 4x y x y− + − ≤ − +    (1) . 

SoluŃia 1(algebrică) 
Ridicând ambii membri ai inegalităŃii (1) la puterea a doua aceasta devine: 

( ) ( )( ) ( )22 2 2 2 2 21 1 2 1 1 4 2 1 1 2 1x y x y x y x y xy− + − + − ⋅ − ≤ − + ⇔ − − ≤ − ⇔  

( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 2 0x y xy x y x y xy x y x y− − ≤ − ⇔ − − + ≤ − + ⇔ − ≥ . 

SoluŃia 2(folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwarz) 

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 2 4 .

x y x y x y

x y x y

− + − = ⋅ − + ⋅ − ≤ + ⋅ − + − =

− + ≤ − +
 

SoluŃia 3(trigonometrică) 

Există , , , sin , sin ,cos 0,cos 0
2 2

a b x a y b a b
π π ∈ − = = ≥ ≥  

.Inegalitatea (1) devine: 

( )2
cos cos 4 sin sina b a b+ ≤ − + ⇔

( ) ( ) ( ) ( )2 2
cos cos 4 sin sin 2 2cos 4 cos 1a b a b a b a b+ ≤ − + ⇔ + − ≤ ⇔ − ≤ . 

SoluŃia 4(funcŃii convexe) 

Fie funcŃia [ ] ( ) 2: 1,1 , 1f R f x x− → = − .FuncŃia f  este derivabilă de două ori pe 

intervalul ( )1,1− şi ( ) ( )
( )

( ) ( )
2 2 2

1
, 0, 1,1

1 1 1

x
f x f x x

x x x

− −′ ′′= = < ∀ ∈ −
− − −

,deci 

funcŃia f este concavă.Are loc inegalitatea  

( ) ( ) 2
2

x y
f x f y f

+ + ≤  
 

,adică ( )22 21 1 4x y x y− + − ≤ − + . 

Rafinare 
Pentru orice ,x y ∈ℝ  cu 1, 1x y< < are loc 

inegalitatea: ( ) ( )
( )

2
2 2 24 1 1

4 1

x y
x y x y

xy

−
− + − − − − ≥

−
. 

DemonstraŃie 



Prin amplificări succesive obŃinem: 
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Generalizarea 1 
Dacă [ ], 0, , 1,1a b x y> ∈ − ,atunci are loc inegalitatea: 

( ) ( )2 22 21 1a x b y a b ax by− + − ≤ + − + . 

DemonstraŃie 
Ridicând ambii membri ai inegalităŃii  la puterea a doua ,aceasta devine: 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2

22 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 1

2 2 1 1 1 1 1 1

1 1 2 0.

a a x b b y ab x y a b ax by ab x y

ab abxy x y xy x y xy

x y x y xy x y x y

− + − + − ⋅ − ≤ + − + ⇔ − ⋅ − ≤

− ⇔ − ⋅ − ≤ − ⇔ − − ≤ − ⇔

− − + ≤ − + ⇔ − ≥
 
Rafinarea inegalităŃii de la generalizarea 1 
Pentru orice , 0, ,a b x y> ∈ℝ  cu 1, 1x y< < are loc inegalitatea: 

( ) ( ) ( )
( )( )

2
2 2 2 21 1

2 1

ab x y
a b ax by a x b y

a b xy

−
+ − + − − − − ≥
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DemonstraŃie 

Prin amplificări succesive obŃinem: ( ) ( )2 2 2 21 1a b ax by a x b y+ − + − − − − =  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1

1 1

a b ax by a x b y a b ax by a x b y

a b ax by a x b y

+ − + − − − − + − + + − + −
= =

+ − + + − + −
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Generalizarea 2 
a)Dacă [ ]1 2 1 2, ,..., 0, , ,..., 1,1 , , 2n na a a x x x r r> ∈ − ∈ ≥ℕ număr par,atunci are loc 

inegalitatea: 

    
1 1 1

1
r rn n n

rr r
k k k k k

k k k

a x a a x
= = =

   − ≤ −   
   

∑ ∑ ∑ . 

b) Dacă [ ]1 2 1 2, ,..., 0, , ,..., 0,1 , , 3n na a a x x x r r> ∈ ∈ ≥ℕ număr impar,atunci are loc 

inegalitatea: 
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DemonstraŃie 

Se consideră funcŃia [ ] ( ): 1,1 , 1 rrf R f x x− → = − .FuncŃia f este derivabilă de două 

ori pe intervalul ( )1,1−  şi  

( )
( )

( ) ( )

( )
21

1 2 1

1
,

1 1

rr

r rr rr r
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f x f x

x x

−−
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a)În acest caz funcŃia f este concavă pe intervalul [ ]1,1−  .Folosind inegalitatea lui 

Jensen    ( )
1 11 2 1 2... ...

n n
k k

k k
k kn n

a a
f x f x

a a a a a a= =

 
≤  + + + + + + 

∑ ∑  se deduce inegalitatea 

din enunŃ. 
b)În acest caz funcŃia f este concavă pe intervalul [ ]0,1 . 

ConsecinŃă 
a)Dacă [ ]1 2 1 2, , ,..., 0, , ,..., , , , 2n na a a a x x x a a r r> ∈ − ∈ ≥ℕ număr par,atunci are loc 

inegalitatea: 

    
1 1 1
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   
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b) Dacă [ ]1 2 1 2, , ,..., 0, , ,..., 0, , , 3n na a a a x x x a r r> ∈ ∈ ≥ℕ număr impar,atunci are loc 

inegalitatea: 

    
1 1 1

r rn n n
r rr r

k k k k k
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= = =
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   

∑ ∑ ∑ . 

AplicaŃii 
A1 . Dacă [ ], 1,1x y ∈ − ,atunci are loc inegalitatea: 

     ( )22 22 1 3 1 25 2 3x y x y− + − ≤ − + . 

A2 . Pentru orice ,x y ∈ℝ  cu 1, 1x y< < are loc inegalitatea: 

( ) ( )
( )

2
2 2 2 3

25 2 3 2 1 3 1
5 1

x y
x y x y

xy

−
− + − − − − ≥

−
. 

A3 . Pentru orice [ ], 0,1x y ∈ are loc inegalitatea: ( )33 3 33 31 1 8x y x y− + − ≤ − +  .   

A4 . Pentru orice [ ], 1,1x y ∈ − are loc inegalitatea: ( )44 44 4 41 1 16x y x y− + − ≤ − +  . 

A5 . Pentru orice [ ], 1,1x y ∈ − are loc 

inegalitatea: ( )444 4 44 4 41 1 1 81x y z x y z− + − + − ≤ − + +  .   
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