Generalizari si rafinari ale unei inegalitati
de Daniela Macovsii lon Bursuc

Motto: Aceasta este porunca Mea : S va iubizi unul pe altul ,precumv-am
iubit Eu(lOAN,cap. 15,v.12)

in cele ce urmedaxom da mai multe sofiil ale inegalititii (1) urmate de
generalidri , rafiniri si aplicatii.
Pentru oricex,yOR cu|X <1|y| < lare loc
inegalitateas/1— X% +/1- y2 <,/ 4—-(x+y)" (1).
Solutia 1(algebric)
Ridicand ambii membri ai inegaditi (1) la puterea a doua aceasta devine:

1-xX+1-y?+ A/ 1-x* O 1 y2 < 4 (x+y)’ = %/( 1—x2)( }yz)s P Exy) -
(1—x2)(1—y2)s(1—xy)2 o I-x2-y?+xy?s - Ay+xy2e (x-y) 2 C
Solutia 2(folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwarz)

V1= +\1-y? = 1R/1- 2 + I/ Fy? < £+ £/ £x%+ ty?=
\/4—2(x2+y2) s\/4—(x+ y)*.

Solutia 3(trigonometri&)

Exista a,bD[—Z—ZT,Z—ZT} ,X=sina,y= sirb ,coa> 0,cds> .lnegalitatea (1) devine:

cosa+ cosbs\/ 4( sia+ sin)’ -

(cosa+ cob)’< 4( sia+ sih)’ = 2 2cfa-b)< 4 dasb)< .
Solutia 4(functii convexe)

Fie fungia f :[-1,1] - R,f(x)=v1-%’ .Fungia f este derivabil de dod ori pe
H7(x) =2 <o(0)xO(-1]) deci

(1— xz)\/ﬁ

-X
V1-x
functia f este concai/Are loc inegalitatea

F(x)+ 1 (y)<2f [Lzyj adici V1 +1-y2 <[4 (x+y)"

Rafinare
Pentru oricex yOR cu|x <1|y| < lare loc

2
inegalitateam_«/l_ 2 —\J1-y2 > 4(12(1_))/()3,) .

Demonstratie

intervalul (-1,3)si f'(x)=



Prin amplificiri succesive ofinem:

2(x-y)

2(x-y)*

(x-y)’

(m+ﬂ+ 1—y2)(1—xy+ (1—x2)(1—y2))24(1—><y+1—xy)

Generalizarea 1
Daci a,b>0,x,y0[~1,] ,atunci are loc inegalitatea:

aV1-x +by1-y? < \[(a+b)’ — (ax+by)’ .
Demonstratie

Ridicand ambii membri ai inegaliti la puterea a doua ,aceasta devine:

4 1-xy)

a? —a’x*+b?-b?% 2+ 2aby1- x2[/1- y < (a+b)* - (ax+hy)’ = 26V 1-X* O/ y* <

2ab - 2abxy mﬂ/l——yzs I-xy = (1—x2)( 1—y2)s( Exy) -
1-X - y2+x%y?<1- 2y + x%y? = (x-y)* 2 0.
Rafinareainegalititii dela generalizarea 1

Pentru oricea h> 0 yOR cu|x <1|y| < 1lare loc inegalitatea:
ab(x-y)’
(a+b)(1-xy)

J(a+b)* ~(ax+by)’ —aV1- ~b1-y? > S

Demonstratie

Prin amplificiri succesive qﬁnem:\/(a+ b)* - (ax+by)* —av1-x2 ~byf1-y? =

(\/(a+b)2 _(aX+by)2 —aV1- X —b\/l— yz)(\/(a+b)2 —(ax+by)2 + a1~ X +b\/1— yz)

\/(a+b)2 ~(ax+by)® +a1- X +hy1-y?



zab{1- (1) (1))
\/(a+b)2 —(ax+by)2 +a1-x2 +b\/1— y?
i | G| G| A G )

(\/(a+b)2 —(ax+by)2 +a\/1—x2 +b\/1— yz)(l—xy+ (1_X2)(1_ yz))

2ab(x-y)’ S
(\/(a+b)2 ~(ax+by)? +aV1- +by1- yz)(l—xy+ (1-x*)(2- yz))
Zab(x—y)2 ab(x—y)2

2(a+b)(1-xy+1-xy) - Aa+b)(1-xy)

Generalizarea 2

a)Dad a,a,,....8, > 0%, X, ,...x, O[~ L., ON r,= numir par,atunci are loc
inegalitatea:

e

b) Dad a,a,,....a, > 0% X, ,..x, 0] OJLrON r,= numir impar,atunci are loc
inegalitatea:

> agl-x SJ(Z@} —(Zakka :

k=1 k=1 k=1
Demonstratie
Se considerfungia f:[-11] - R,f(x)=4{1-x" .Fundiaf este derivabil de dod
ori pe intervalul(-1,1) si

a)in acest caz fumia f este concavpe intervalul[—l,]] .Folosind inegalitatea lui

-

n ak n ak . .
Jensen » ———*—f <f _ se deduce inegalitatea
kZ:;ai+a2+...+aﬂ (Xk) [k=1a1+a2+"'+an XkJ

din enun.
b)In acest caz funia f este concavpe intervalul[o,1] .

Consecinta
a)Dad a,a,a,,...8, > 0% X, .., 0[-a a] rON = numir par,atunci are loc
inegalitatea:

n

S =ia5a ] {Sax

r



b) Dadi a,a,,a,,...8, > 0X, X, ,...x,0[ 0g] rON r,= numir impar,atunci are loc
inegalitatea:

Yadfa -x/ Sf\/(a akJ —(Zakka :
k=1 k=1 k=1

Aplicatii

Al . Dad x,yO[-11 ,atunci are loc inegalitatea:
2J1-x +3[1-y? <\ 25-( &+ F)°.

A2 . Pentru oricex yOR cu|x <1]|y| <1are loc inegalitatea:

«/ 2x+3y 2\/1x—3/1—y> )

1-xy)
A3 . Pentru oricex, y[0,1] are loc inegalitateei/.l— X +Y1-y < 8- (x+y)’ .
A4 . Pentru oricex, y[-1,] are loc inegalitated1— x* +4/1- y* < /16— (x+y)" .

A5 . Pentru oricex, yO[-1,1 are loc

inegalitatead/1- x* +4/1- y* +{1-z* < ¢/ 81~ (x+y+2)" .
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