GENERALIZARI ALE UNOR PROBLEME CU PROGRESI|
ARITMETICE?Y

de Ctilia Parascan si |on Bursuc
Motto:Asa € lumineze lumina voastfinaintea oamenilorsa incat 8 vadi
faptele voastre cele bugiesi sliveasé pe Tail vostru Cel din ceruri (Matei,cap.5,v.16).

in cele ce urmeazavom generaliza unele probleme cu progresii ariteairmate
de cazuri particulare semnificative.
Problema 1. Aratati ca dac numerelea,b,c sunt in progresie aritmeticatuncisi

numerelea® + ab+b? a®+ac+c? b?+bc+c? sunt in progresie aritmetic
Generalizare.
Fie numerelea,,a,,a,,b,,b,,0,,c,,c,C;a b cOR astfel incat

8b =4a,+2a,+a,+c,,d,=a,+c+ Z,+ £,,b,=aa jcc . Aratai
ci dad numerelea,b,c sunt in progresie aritmedicatuncisi numerele

aa’ +a,ab+ap’ ba’+bac+bg? ch?+chc+cg? suntin progresie
aritmetia.

Solutie.
Din faptul @ a,b,c sunt in progresie aritmeliceducem& 2b =a+cCsi

4[(a1a2 + azab+a3b2) +(c1b2+cpc+c302) —2(bpz+bzac+bg:2)] =4aa’+
+2a,a(a+c)+a,(a+c) +c,(a+c)’+20c,(a+c)+ 4oL’ - Ha’ - dac—
-8b,c’ =a’(4a, + 28, +a,+c,~ b)) +c?(aztc,t T+ £, &)+
+ac(2a, + 2a,+ X, + X,- &,) = (,de unde rezultconcluzia.

Problema 2.
a) Aratati cidac a,b,cOR cua+b+c#0 si a®+ab+b?a’+ac+c?,

b® +bc+c? sunt in progresie aritmefi@tuncisi numerelea,b,c sunt in
progresie aritmetic
b) Aratati ca dac numerelea,, a,,a,,b;,b,,b,,c,.c,Cc.ab cOR satisfac

relaile 8o, = 4a, + 2a,+a,+c,,®,=a,+c,+ Z.,+ £,, b ~a taszcCitcC
a(a, +2a, +c,) +b(2a,+ ) +c(as+c,+ T, ) # Csinumerele

aa’ +a,ab+ap’ ba’+bac+bg? ch?+chc+cg?suntin progresie
aritmetic , atuncisi numerelea,b,c sunt in progresie aritmeic

1) O variani a acestui articol a fost prezenitit simpozionul intern#onal ,Spiru Haret”,2010.



Solutie.
Demonstiim punctul b) care este generalizarea punctului a).
Fie x=a+c—2b. Putem scrie

4[(a1a2 +aab+ap’)+(ch’+che+cg?) —2(bpz+b§c+bgz)] =4daa’+
+2a,a(a+c-x)+a,(a+c—x) +c,(a+c-x)"+2cc,(a+c—x)+ 4oL’ -
-8ha’ - 8b,ac- &’ =a’( 4+ A,+ta,+c,- ®)+c?(atct 2+ 45 B+
+ac(2a,+2a,+ X, + X,- &,)- X(apa+aa+tag+ca+cercee,)+
+X*(a,+¢,) = x| x(a;+¢,)-2aa-2aa-2a£- Ta- T~ 2C,|=
=x(a,atac-2ap+catcc-2xp-2aa-2a- Ag- 2a- 2¢- )=
=-x[a(a;+2a,+¢,) +b(2a,+ X)) +c(a+c,+ ) |= 0=

x=0= a,b,c sunt in progresie aritmedic

Problema 3.

Daci numerelea®,b?,c? sunt in progresie aritmeficatuncisi numerele

1 1
a+b’'a+c’b+c

sunt in progresie aritmeiic

Generalizare.
Fie a, 8,y in progresie aritmetic Aratati ca daci numereleya®, Sb®,ac”® sunt

By

a+b'a+c'b+c

n progresie aritmeti atuncisi numerele sunt in progresie

aritmetic.
Solutia 1.

a
Numerele , B , y
a+b a+c b+c

2
aib+ brc_afc =0 - a(b+c)(a+c)+y(a+b)(a+c)-28(a+b)(b+c)=

=0~ a(ab+bc+ac+cz)+y(a2+ac+ab+bc)—2[>’(ab+ac+b2+bc) =0

= (ab+bc+ac)(a+y-2B)+ac’ +ya’-2Bb’=0
care este o refie adevrata.

sunt in progresie aritmeticlac

Solutia 2.



Calcubm

a+b b+c a+c a+b b+c a+c a+b a+c b+c a+c
_a(c-b) y(a-b) 1 (a(c-b) y(a-b))_

= + = + =
(a+b)(a+c) (b+c)(a+c) a+cl a+b b+c
_a(e?-b*)+y(a’-b?) _ ac?+ya’-2p0?

~ (a+b)(a+c)(b+c) (a+b)(a+c)(b+c)

Problema 4.
Daci numerelea®,b?,c? sunt in progresie aritmeficatuncisi numerele
C b
at+b'a+c'b+c
Generalizare.
Daci a,53,y,a,b,cOR si numereleaa?®, Sb®,yc? catsi numerelea, 3,y sunt
yc  pb
at+b'a+c'b+c

sunt in progresie aritmeiic

n progresie aritmeti atuncisi numerele

sunt in progresie
aritmetic.
Solutie.

yc  pb
a+b'a+c'b+c

yc+aa_2,8bzoc> yc+aa_(y+a)b:0® (L—Lj+
atb b+c a+c atb b+c atc atb a+c
a b y(ac+cz—ab—b2) a(ac+a2—bc—b2)

ta| 2 -2 =0 + -
(b+c a+cj (a+b)(a+c) (b+c)(a+c)

at+b+c y(c—b)+a(a—b) —0 - at+b+c

(a+c) | a+b b+c (a+c)(a+b)(b+c)

[Ey(c2 - b2) +a'(a2 - bz)] =0, relaie adevirati deoarece

Numerele

sunt in progresie aritmeficlac si numai daé

=4

y(c2 —b2)+a(a2—b2) =ga’+yc’~(a+y)b*=aa’+yc?*-2pb?*=0.



