ASUPRA UNOR PROBLEME DIN GAZETA

MATEMATICA

delon Bursuc
Motto:Ci toate cate voi si va faci voud oamenii, asemenegavoi facei lor, ci
aceasta este LeggidProorocii(Matei,cap.7,v.12).

In Gazeta Matemailiseria B,nr.5/2005,pag.216,profesorul |. Safta
propune urratoarea problem
Problema 1.
Studiai natura triunghiuluiABC cu lungimile laturilora,b,c pentru care are

a"-b" b"-c" c"-a
+ +

A c a

In Gazeta Matematicseria B,nr.8/2006,pag.507,profesorii Romsa@htia si

loan Ghta propun urritoarea probleim

Problema 2.Fie a,b,c > 0.Demonstra ca:

J5+JBD 1 +J5+JED 1
Voo 1+de e 1+4b

in cele ce urmeazme propunemisgeneralizm Problema 1,51 dam la
Problema 2 cateva soltii diferite de cea datinG.M.nr.2/2007,pag.81,urmate
de unele generalin,precumsi de compunerea altor probleme adafitoare
cu cea de mai sus.
Generalizare (Problema 1)
Studiai natura triunghiuluiABC cu lungimile laturilora,b,c pentru care are

loc relgia:
f(a)—f(b) f(b)-f(c) f(c)-f(a
(2)- f )+ (b)= 1 )+ ( )b ( ):O,undef:(o,oo)ﬁR este 0
o a
functie strict cresatoaresi convex.
Solutie: Vom aiita ci triunghiul ABC este isoscel sau echilateral.
Presupunemactriunghiul ABC nu este isoscel sau echilateratda
restrange generalitatea putem presupuana b >c.
Relgia din enumse scrie:

f(a)-f(b), f(b)-f(c) (F(a)-F(B)+(F(b)-F(c)) _,

f(a)-1(b) f@%f@)+'ﬁm-ﬂs fo)-f(c))_q.
| i |

n

loc relaia: =0,n0ON",n fixat.

=2,da@ si numai daé a=bc.

C - b a b



f
(c) : _—
(1).Cum funga f este convexsi strict

H(@)-f(b) __f(b)-
a-b b-c
cresa@atoare avemf (a)— f (b) > f (b)_ f (C) >0sicuma>c=
a-b b-c
af(a)_f(b)>cf(b)_ (C)ceeaceconnazmerghmly
a-b b-c

Observatia 1. Din demonstiga dat se observ ca pentru orice funge
f:(0,0) -~ R, cresétoaresi convexi avem
ICSICIICRICRICRIDIVEI

Observatia 2.Pentru funga f :(0,0) — R, f (x)=X" se oline Problema 1.

Solutial(Problema 2):
Egalitatea dat se scrie astfel:

Jatb 1 Ja+lc 1

NTRRE TSN PO

Ja-vbe | Va-vbe _ (= S S
Qlﬁﬁwﬁ)JqﬂJﬂ_o (2 ﬁﬂ{m@hﬁ)JQHJﬂjo
< a=bc.
Solutia 2:Daci notim 1 -y si ;zv, atunci egalitatea

Bld) ™ )
din enun devine:

[adoue{a el = Bl BBy -
Va(u+v)=+bc(u+v) = a=bc.

Solutia 3: Se observca fundia
Vx+b 1
Vb 1+c

+

f:(0,0) - (00), f(x)



Jxe
Je 1+f

din enun fiind echivaleni cu f (a)=f (bc) are loc da&si numai dag
_a=bc.
In continuare ,dg soluria 3 este cea mai simpla generalizrile care urmeai
vom
urmari sa dim unele soltii care pot fi folositesi in gimnaziu(soltial si
soluia?).
Generalizarea 1(Problema 2)

Fie a,b,c,x,y,a ,B> 0.Demonstré ca:

este strict creaare. Cunf (bc) =2, deducem & relaia

0’ } C
Il \/_ \)a+ﬁ\/_

Egalitatea datse scrie astfel:

x(v/a -+/bc) . y(va-+ic)
e o)

B T s Y

Solutia 2: Daci notim =usi

_x Yy
o) " (e

din enun devine:

(oo 6= ol
Ja(u+v)=+bc(u+v) = a=hc.

Observatia3. Pentru a =4 =x=y=1 ,oltinem problema din
G.M.nr.8/2006.

Generalizarea 2

Fie ab,c,x,y.a.B8a B >0, astfel incat {a-a,)(B-4,)>0. Demonstra

%

ci:

\/5+af \/5+ﬁf \/5“71\/5 X \/5+,81\/_D Y _d

E

N R A S N ARy A S T
ac si numai dag a=bc.
Solutie:




Varayh Narple _

Egalitatea datse scrie astfel: -X+ =
) AR T
_Vatanb o x _X+\/5+,31\/E[j y

E

b a+e Jo B
x(va-vbe) y(va-vbe) x(va-vbe) y(va-vbe|
Vb(a+Ve) e(g+b) Vb(a,+Ve) Vo4 +b)

« (Va-+hc)c

=

X y _ _ X y
toe wm) - M
< a=bc.
Aseninator ca in demonsttia dat la Generalizarea 1 obtinem:

Propozitial Fie a,b,c,x,y,a,3> 0.Atunci au loc echivalgrle:

a) Va+aib Na+pie

Jb a+f Je ,e+f
by Yarab x  Va+ple

N R AN LW
Propozitia2 Fie a,b,c,x,y,a.8.a,,8,> 0, astfel incato <a,<p,.
Atunci au loc echivaleele:

Varayb_ x_ Jatpfe_ y _JaraWb_ x  atpile.

E

a)
R AN P S S S
[—IﬁL dad si numai da& a>bc.
+
1
b) Vatavb  x  Ja+pie Natapb  x  Jat+fie,
Jb a+f Je ,8+f Vb oa+e e
[—li daa si numai daé a<hbc.
B +b
Generalizarea 3
Fie nON"n>2 si fundiile f,f,,....,f, ., 95,0, ( 00) - ( @) cu
f,, f,,.....T, strict cresétoare.Dag exist x,X,,...x,.aa a,,....a,> 0
Vi, Y,,--Y, 2 0(Nu toate nule),atunci avem:

>x+y, dad@si numai dad a>bc.

<x+y, dadsinumaidad a<bc.




f.(a) +xg.(a) B Y + f,(a) + x,9,(2,) B Y,

+ [+
a(@) L) %() , , f(a2-2)
a(a) 9.(a,)
f.(a)+x,9,(a,) Y,
+ B n = vy +vy + [+ - a=aa,..a. .
gn(an) Xn+ fn(alazan) yl y2 yn al 2 an
g (a)
Solutie: Fie P=aa,..a, .Egalitatea din enurse scrie astfel:
i fk(a)+xkgk(ak)D yk _yk :O @iyk(fk(a)_fk(P)):O (1)
k=1 gk(ak) X, + fk(P) ke %Gy (ak)+ fk(P)
gk(ak)

Daca a>P atunci cum f,f,,...,fsunt strict crestoare , rezulft ca
SAGRAG)
k=1 X Gy (ak)+ fk(P)

Daca a<P atunci cum f,f,,....f sunt strict cresitoare , rezult ca
Z":yk(fk (a)_ fk(P))
@ %9 (a)+ i (P)

Prin urmare,egalitatea (1) are loc glacnumai daé a=P .

Propozitia 3

Fie nON°n>2 si fundiile f,f,,....f, 8,90, ( 00) - ( O») cu

f,, f,,.....f, strict cresétoare. Dag exisé x ,X,,...x, .a & &, ,..a8, > 0

Vi, Y,, Y, 2 0(Nu toate nule),atunci avem:

>0 .

<0.

a) fl(a)+xlgl(a1)D Vi + f2(a)+X292(a2)D VA +B
(@) ., haa) o(a) , , R(a.a)
gl(al) gz(az)
f.(a)+x,0,(a, Y,
9. (a)
b) fl(a)+xlgl(al)D Y1 + fz(a)"'ngz(az)D Y B
a(a) ., h@aa)  g@) o, h(@s.a)
gl(ai) gz(az)
f (a)+x.9,(a, Y,
+ ( )gn(f'%)( )DXH+M syty,+ry, < a<aa,.a, .

gn (an)



Propozitia 4
Fie nON°n>2 si fundiile f,f,,....f,.0,.9,..-0, ( 00) - ( O») cu
f,, f,,.....T, strict cresétoare.Dagé
EXISB X, X,y X, 12, Zy 2y A8, @y .8, > O
Y. Y, .Y, = 0(nutoate nule) cux, < z ,(0)kO{12,..n}, atunci

fi(a) + %0, (a,) B Vi + f,(a) + x,9,(a,) B Y> + B
a(@) L) %(a) , , f(a2-2)
9 (a) 9(2,)
J@rxg (@) v _ h@rzg(a) v .
G, h(aaa) a(@) ., h(a-a)
9.(a,) o (a)
+ f,(a)+2,9,(a,) B Y2 + I3 f.(a) +z9.(a) Yn
g(a) | f(a2-2) o(a) -, h(aa-a)
9 (a,) 9. (an)
- a=aa,.a, .
Solutie: Fie P=aa,..a, .Egalitatea din enurse scrie astfel:
nf (@) +xa(a) o v v f(a)+za(a) . v
E Y |= E Y,
; gk(ak) X, + fk(P) ‘ ; gk(ak) z + fk(P) ‘
9 (a) 9 (&)

_ _ 1 S
_ngk(ak NOETIONAG 0,(0)k0{12,...n}

Daa a>P atuncicum f,f,,...f sunt strict crestoare , rezuit

gyk(fk(a)—fk(P))Ek>o,

Daa a<P atunci cum f,f,,... f, sunt strict crestoare ,
rezulé ca

kZ:,yk(fk(a)—fk(P))Ek<o,

Prin urmare,egalitatea din epare loc dagsi numai daé a=P .



Propozitia5
Fie numerele strict pozitivea,b,c,x,y. Aratati ca au loc echivalegele:

(a+vb)Ve  (a+velb _ =
2 x a(1+ﬁ) Y a(1+JB) =xty - asvhe
(a+J5)«/E+ (a+\/5)\/5> . B
§ a(1+\ﬁ) Y a(1+\/B) =x+y - asvbe.
B foee)
C) + <x+y < a=+bc.

Taltede) T a(1eh)

Solutie:
1+?}/€ (1+\F}/B
+
1+c b
Obserdm @ funaia f este strict descregoare si ca
f (\/E) =X+Yy.
a) Relaia dat se scrie: f(\/E)z f(a) , ceea ce este echivalent cu

a=+/bc.
Analog se demonstreazi celelalte puncte.
Propozitia6 Fie A,a,b,c>0si fundiile f,g,f,,f,:(0,0) - (0e),
f,(x) =xf (x), f,(x)=xg(x) .Aratati ca:
a) Daa funaiile f si f, suntsimultan strict creoare sau simultan
strict descresitoare atunci are loc echivatan
Aab[T (a) .\ acly(a) _ /e R~
a[f(a)+/1b[f(\/E) c[@(\/R)hlaEg(a)
b) Daa fungiile f, si f, sunt simultan credtoare atunci are loc
echivalena :
Aab[T (a) . acly(a)
aD‘(a)+/lbD‘(\/E) c[g(\/E)HlaBg(a)
c)Daa funaiile f, si f, sunt simultan descregoare atunci are loc
echivalena :
Aab[T (a) .\ acly(a)
an(a)+/lbDf(\/R) cEg(\/R)MlaEg(a)

Consideiim fungia f :(0,0) » (0,0) , f(t) = x(

>+/bc - a=+bc.

zx/E o as+bc.




Solutie:
a)Dad consideim fungia h:(0,») - (0»),
( ): Ab N c
Abf (+be ) o og(vbe)
X (x) xg(x)
urmare, relga din enumse scrieh(a) = h(«/R) .Cum fungia heste strict

,atunci obsesm ci h(\/E):\/E si prin

1+

monotord deducem &Zrelaia din enupare loc dat si numai dag
a=+/bc

Analog se demonstreagi celelalte puncte.

Propozitia7 FieA,A,,a,b,c>0,bAA,=c si funciile

f,g:(0,) - (00).Atunci avem:

a) Dad fungia f este strict credtoare , iar funga g este strict

descresitoare
sl A >A,,atunci are loc retea

Aab[F (a) . acly(a) _ Aab [T (a) .
arf (a) + AbCF (Vbe) cly(vbe)+Aamg(a) alf (a)+AbCF (Voc)
+cEg(\/g)Di(/lilEg(a) dad si numai dag a=+/bc.

b) Demonstra aceea echivalena de mai sus in cazul in care fuacf
este strict  descredoare ,iar funga g este strict cregitoare.
c) Daa fungia f este cregitoare ,iar funga g este descresware si

A =1,,bAA,=c,ab,c>0,a=+/bc atunci are loc inegalitatatea:

Aab[¥ (a) .\ acly(a) . Aab [T (a)
alf (a) +A4pCF (Vbc) cry(voc)+Aalg(a) — arf (a)+AbCr (Vic)
. acly(a)
cEg(\/E)MlzaEg(a)
Solutie:

Relgia dat se scrie astfel:

b S S P 11
Sl abt(Vbe) g, AP ag(vhe) ) 4 ©
1+ a A+ a
af (a) ag(a)



=Ab - +cC - -
T At (Vbe) g, AP ag(vhe) , 4C
1+ a Az + 2 a
af (a) ag(a)

220 (1 (a) - 1 (c)) . ¢*(9(a)-g(vbo))
( +/lbf(\/R))(1+Alj (Alag(a)+cg(\/R))[/11+;j

it (Vb)) | e{ofa)-ofVee)
(af () + Abf (JE))@MZZJ (4,20 (a) +cg (JE))(;W;)

(2)

Daci are loc relga (2)si a>+hbc, atunci f (a)> f (\/E)

(1)= = SEImT -F ().
(af (a) + Abf (\/R))(H/hz} [f)l(l)ijf (\/&)J(Al:;j
9(a)<g(x/E),G(/ll): ¢’ <G(ﬂ2),

(cg («/&) +)I1ag(a))(/ll+2j

Din aceste reta deducem & primul membru al reteei (2) este strict mai
mare decat c#lalt membru , deci se ajunge la contradid\nalog se ajunge
la contra -digie si in cazul in carea<+/bc . Prin urmare tinand cont de
relaia (2) deducemzare loc echivalaa din enun

Cerinele de la punctele B) c) se demonstreaaseninator.

Cazuri particulare:
1.Pentrux=+/b ,y=+/c ,dinGeneralizarea 1 obtinem:
Va+avb  a+plc _ -
b+Jc = a=hc.
a++/c B+b

Daa a,8>0, atunci

Yoo e
O’+\/E ’y_ﬂ+\/6,

2.Pentru x= din Generalizarea 1 obtinem:




Varadb Ja+ple _ b _, G
(a+x/E)2 (,8+\/B)2 a+Jc B+b

3.Pentrua = g =+/bc ,a, =+/c ,4,=+b si (b-1)(c-1) > 0,din Generalizarea 2

 x(Yarbie) y(Varedb) xty
oktinem: TS _(\/£+\/R)T - a=bc.

4.Din Propozfia 5 ohtiinem ¢ numerele a,b,c>0 sunt in progresie
geometrid dad si numai daé are loc

pria)e (orica_
b(1+\/5) y b(1+\/5) =x+y,cux,y> 0.

5. Din Propozfia 6 oktinem @& numerele a,b,c>0 suntin progresie
geometrid dad si numai daé are loc relaa :
Aab bc
braa’ crjp Ve euA> 0.
Probleme propuse:
1.Demonstra cazurile particulare 1,2,3 de mai sus folosimetoda déi la
soluia 2 problemei din Gazeta Matematic
2.Demonsré folosind aceea metoda din solta 2 & daa
Yatvb 1 Ja+e 1
Jbo 1+ Ve 1+4b
+b_ 1 Laxc 1 +a+d 1

3.Daci a,b,c,d >0 ,atunci a E =
b 1+cd c 1+bd d 1+cb
< a=bcd

4.Demonstré ca da@ A,A,,a,b,c>0,bA A, =c,atunci are loc egalitatea:

Aab L& _ A,ab L_&
atAb al+c a+Ab al,+c

Daa a, > 0,atunci = a=hbc.

relaia: x

>2 siab,c>0,atuncia=bc.
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