Generalizari aleunei probleme data la Olimpiada de Matematica din

Argentina,2007

de Bursuc lon
Motto:lar voui celor ce ascultava spun: lubii pe vidgjmasii vostri,

facg bine celor ce ¥ urasc pe voi;Binecuvantape cei ce ¥
blestem rugai-va pentru cei ceafac necazuri.

(Luca,cap.6,v.27-28)
La Olimpiada de Matemaiidin Argentina , in anul 2007 a fost alarmatoarea probleim

Determinati numerelereale x>1 ce satisfac relatia:

\/ 1 X— 1 1 X
— J—1+ _1 — 1)

n cele ce urmedz voi da cateva generaliz a acestei frumoase probleme,urmate de unelgicaz
particulare semnificative

Generalizareal

Determina numerele realex >1ce satisfac reta:

\/1x1 1 ux”
X ux" \/Xl\/X—

Solutie:

, undenIN nu=> 1 (2

Daci privim cu aterie ambii membri ai ecuiei obserdm urmitoarele:

A ux" . : . x=1
In primul membru apare expresra—l, iar in al doilea membru apare inversa-ei-.
X= ux

A . . . . 1
In primul membru apare expresia—1, iar in al doilea membru apare mversTeJ:.

n

s NXx=1 . . . Ux
In primul membru apare expresta—, iar in al doilea membru apare mversajeJ:.
ux -

Notam WX =asi VYXx-1=b.Se observca ab=

ux
x-1 Vx-1

.Ecuaia (2) devine:

a+b+i:£+—l+ab 3
ab a b



- (a+b—ibj—(ab—i =0 <
ab ab

< (a+b)(1—$j—&a;_l= 0 (a+b) abagl—(ab_liéabﬂ) =0«

ak;lgl(a+b—ab—1)=0«:» —ak;lgl(a—l)(b—l)z 0 (4

<~

o a=lsaub= lsa@b= % ux"=x- 1saUx— = 1sexd =/x-
Ecuaia ux" —x+1=0 nu are soltii reale deoarecex” —x+1>x-x+1>0

Ecuaia vx-1=1 are soltia x = 2.

Ecuaia ux" =vx-1 = u’x* =x-1nu are soltii x>1 deoarec&’’x™" > x> x— %> ci singura

soluie a ecugei din enun estex = 2.

Generalizarea 2

Fie k>0,n0N,n> 2,u> 1.Determina numerele realex > max{k 1= } ce satisfac reta:

2n-1

n

u

X" Jx-k x-k 1 ux
+x-k + = + + : S
x—k ux” ux"  J/x-k Jx-k ©

Solutie:

Se procedeazaseninator.Ecuaia se reduce la rezolvarea egil@r

=1 (6) , Vx—k=1 (7) w"=Jx-k (8).
Vom afita ci ecuaia (6),ux” = x-k nu are soltie.Vom folosi inegalitatea Iui Bernoulli:

Daci x>-1 si nON’,atunci (1+x)" = 1+nx.

Intr-adevar:

ux" 2 X" = (1+x-1)" 2 1+ n(x- ) = x+(I-x) +n(x= I=x+(n- }(x- 1> x+(n- )_(— K j>

2n-1
x—k = ux" >x~-k =ecuaia (6) nu are soltie.

Ecugia (7) are soltia x=k+1> max{k - K }
2n+1

Vom afita ci ecuaia (8) nu are soltie.



intr-adewr, aceasta, este echivalgoti ecuga u’x>" = x - k. Din inegalitatea lui Bernoulli
obtinem: u?x® 2 x» = (1+x-1)"" 2 1+ (x- ) =x+( Ex)+ 2(x- )=

=x+(2n-1)(x-1) >x-k = u*x* >x-k = ci ecuaia (8) nu are soltie.

Prin urmare, singura sala a ecugei din enupestex=Kk+1.
Generalizarea 3

Fie funaiile f,g,h:AOR - (0,0) si u=1.Rezolvai pe mutimea Aecuaia

stiind ci f (x)> max{g(x) ,gz(x)} DxOA si ecuaia g(x) =1 are ca mulme de soltii pe
SOA

Solutie:

Ecuaia se reduce la ectia (:fz—g’)g —1}(9 () —1)(‘2(—()(’()) - 1} = 0,adici la ecugile

uf (x) = g?(x),g(x) =1uf (x) = g(x) .Din condiiile date Tn ipotez = ci multimea de soltii ale

ecuaiei (9) esteS.

Cazuri particulare:

\/1x1 1 X3

1.Rezolvai pe mutimea (1, )
np ’ (L) \/x 1 x/x 1

/ 4
2.Rezolvai pe mutimea (1,c) 1 X~ 1 1 aliy
X= \/x 1 \/x 1

X2

2 — —
X ,—_2+\/x 2:x 2+ 1 N '
X—2 x> x> Jx=2 Jx-2

3.Rezolvai pe mutimea (2,)




