Generalizari ale doua probleme date la Olimpiada

de Matematica
de lon Bursugi Daniela Macovei

Motto: Omul bun, din vistieria cea bam inimii sale, scoate
cele bune, pe cand omaur din vistieria cea rea a
inimii lui, scoate cele rele.aCi din prisosul inimii
grieste gura lui.

(Luca, cap.6,v.45)

La Olimpiada de Matemaitia judeului Suceava ,in anul 2011 au fost date
urmmatoarele probleme:

Problema 1
Daci numarul complex z satisface rel@ :
(n+1)iz" =nz"*+nz+(n+1)i, undenON, n=>2,sise arate|7=1.
Anca Andrei, Suceava
Problema 2

Fie numerelex, y,zD[a,oo)undeazl.Aréta;i ca are loc inegalitatea:

10G sy ( yza 1+ a) +log,., (zxa‘1 + a) + 10, , (xya‘1+ a) > 3.

lon Bursuc si Daniela Macovei, Suceava
In cele ce urmeaxzom generaliza aceste probleme .Vonsgidzteva cazuri
particulare semnificative.

Generalizarea problemei 1
Fie a,b0R culd>|b si KON .Dac numirul complexz satisface relia :

aiz"** =bz"*+bz“ +ai, undenON, n=>2,sise arate|z=1.

Solutie
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Generalizarea problemei 2
Fie numerelex, y,zD[a,oo) a.B.y>0apy =1 undea=1.Aratat ca are loc
inegalitatea:

n n n
a(logx+y(yza'1+a)) +ﬁ(|ogy+z(zxa‘1+ a)) +y(|ogz+x(xya'1+ a)) > 3(0)n> C.
Solutie
Din ipotez se observci xya™ +a,x+y>1= log,,, (yza‘l + a) > 0.Analog avem
Iogy+z(zxa'1+a) ,Iogz+x(xya'1+a) > 0.Tot din ipoteZ deducemz

(x-a)(y-a)=0= xy-a(x+y)+a’=0=xya‘+azx+y
si analoagele de unde, aplicand inegalitatea medida ohine:

(00,0, v+ )"+ {105y, (a4 )) {106, 0+ =
{106y, (y+2))" + 81ogy., (24 X))+ {10gpos (x+ )" 2

8 (100y0y (v +2))" (1081 (2+ X)) 5 (1060 (x+))" =
3§/aﬂy((|ogx+y (y+2))flog,., (z+x))§ 10g,., (x+ y)))n = 3.

Cazuri particulare
1. Dac numarul complex z satisface rel#a :

(n+1)iz™ =nz"* +nz’+(n+1)i,
2. Dac numarul complexz satisface rel# :
22" =2""+ 22+ 2,
3. Daci numirul complex z satisface rela :
3z" =z""+z+3, undenON, n> 2 sise arate|7 =
4, Daca nurmrul complexz satisface relaaa
niz"**=2z""+z%+ni,

=1.

=1.

ol =1

5. Fie numerelex, y, zD[a,oo), undeazl.Aratap ca are loc inegalitatea:
l0g,+y (¥ +2) dog,,, ( yza 1+ a) +10g,.,, (z+x)Oog,,, (zxa‘1 + a) +
100, (X+y) 00G, . (xya™* +a) > 3.

6. Fie numerelex, y,zD[a,oo), undea>1.Aratati ca are loc inegalitatea:



log, yog,,, (yza‘1 + a) +log, z[og,,, ( a1+ a) + log, xClog,, , (xya'1+ a) > 4

7. Fie numerelex, y,zD[a,oo), undea>1.Aratati ca are loc inegalitatea:

\/Iogx+y ( yza™l+ a) + \/Iogy+z (zxa'1 + a) + \/ log,. (xya‘1+ a) > 3.



