Generalizari aledoua probleme date la Olimpiada de Matematica din
Rusia, 2008
lon Bursuc
Motto: Cel ce v asculti pe voi pe Mine M ascult, si cel ce se
leapida de voi se leajgld de Mine; iar cine se leaga de

Minelsapida de Cel ce M-a trimis pe Mine.
(Luca ,cap.10,v.16)

La Olimpiada de Matematicdin Rusia, clasa a X-a, 2008 a fost prapuismitoarea
problena:

Problema 1
Determind tripletele de numere reale, y,z) DR®, ce satisfac refle
1+x* < 2(y—z)2 A+ yt < 2(x—z)2 Hzt< Ix- y)2

n cele ce urme#zvoi generaliza aceasproblend si voi da unele cazuri particulare.
Generalizare

Fiead(0,0) si kO[0,).
Determind tripletele de numere rea(ex, y,z) OR?, ce satisfac refile:
a’ +(|x|+k)4 < 2a(y—z)2 ,a’ +(|y| +k)4 < 2a(x—z)2 a +(|z|+k)4 < 2(x- y)2 :
Solutie
Deoarece?a(y-z) 2 a® +(|x+ k)4 > 2a(|x+ k)2 =|y-Zz|x+K.
Analog obinem |x~2 = [|y|+k| si |[x-y|=|7+k| (1)
Fira a restrange generalitatea putem presupéang e y > z. Din inegalittile (1)
deducem &
x=yz||Z+K,y-zz||q+K = x=z2|x+k|+|Z+K = |[x+(-2)| 2|+ K+ |-Z+ K| (2
Se obser¥ ca inegalitatea (2) este falslaa k >0, iar in cazul cank =0, ea are loc
= Xx2<0 < x=20si z<0.
in acest caz din inegalile (1) oktinem:
X—Yy2-Z§l Yy=-Z2X=>X2Y-Z2X=>X=Yy-z=y=Xx+z= sistemul de inectia

a’+x"* < 2ax’®
. 2 4 2 . x*=z"=a .
devine: <a’*+y*<2a(x-z)", de unde ofinem , = sicum
> 2 4
. , a’+y*<2a(x-2)
a“+z'<2az

x-z#0, deoarece n caz contras a*<0=(x,y,z) = (ﬁ,o,—@) :

In concluzie:
-daa k >0, sistemul nu are saie;
-daca k =0, sistemul are sotiile



(05a.a) (0-Va a) (V2 0-Va) (-2 .0/a)
(Va,-va,0) (-va.a.g.

Tot la Olimpiada de Matemalidin Rusia, clasa a X-a, 2002 a fost prapus
urmatoarea problein:
Problema 2
Numerele pozitivea,b,c satisfac relga a+b+c =3. Aratati ca

Ja+vb++czab+bc+ca
Generalizare
Daci numerele pozitivea,b,c satisfac relga a+b+c=3 si KN,k > 2, atunci afitati

ci Ya“t +{b "t + X/ > ab+be+ca
Solutie
Folosim inegalitatea dintre media aritmétc media geometric

a2+k'{/F2(k+1)k+ az[Q‘{/F)k =(k+1a

=Y & +Y a7 23 a+(k-2)Ya

=Y at+kY Yo" 2(Ya) +3(k-2)

= kY {a* 225 ab+3(k - 2) )

Din a+b+c=3=)a*+2> ab=9

=92) (2a-1)+ 2 ab= > ab< 3 (2)
Din (1) si (2) = kZ\k/ak_l > 22 ab+(k— Z)Zab = kZab = z\"/ak‘l > Zab
Rafinare

Numerele pozitivea,b,c satisfac relga a+b+c=3. Aratati ca

72 a++b++c-ab-bc-ca> , unde

2
2 2 2 2 2 2
= minf(Va -4 (V5-3 (&~ 4} 5 =mar{(Va-§" (5~ (v&- §]
Solutie
In so9luia dat mai sus pentrik =2 am aétat ¢i a* + 2./a = 3a.Aceasta ne sugereag
scriem expresia’ + 2Ja - 3a intr-o alti forma.
Deoarecea’ +2\/a-3a=a’-a+A/a- 2=

:a(a—l)—Zx/a(x/a—])=(x/5—J)( a+]) 2/_)
=(Va-1)[fa(a-9ra—va]=(Va-g[Va[Va-J(Va+§+Va[Va- §|-



:(\/5—12(61+2\/5)205i z\/aSZaT-'-l:?ﬁ:
>(a*+2/a-3)=Ya*+ 2y Va-Ha=Ya'+ D Va-(Ya) = > Va- D ab=

> (a*+2/a-3a)

:>«/§+ b+\/E—ab—bc—ca=

2
cum Y Va =T Va) =y3+2> Jab >3

= a+x/5+x/6—ab—bc—ca2g(2a+22\/a) =

SMZ(Z‘”ZZ*/E) <=

3+ 23
2

m.

Cazuri particulare
1. Determinai tripletele de numere realex, y, z) OR?, ce satisfac refale:

1o (43 s 2Ay=2 2+ §'s dx-2) B4+ F's beoy)”
2. Determinai tripletele de numere rea(ex, y,z) OR?, ce satisfac refile:
4+xt<4(y-2)° 4+y*< 4x-2)" 47" < 4x-y)’.
3. Determinai tripletele de numere rea(ex, y,z) OR?, ce satisfac refile:
9+( x|+k)4 < 6(y—z)2 ,9+(|y|+k)4 < Ei(x—z)2 ,9+(|z|+k)4 < €(x—y)2,k20.
4. Dac numerele pozitivea,b,c satisfac relga a+b+c =3 atunci ajitati ca

Ya? +3b? +Jc? 2 ab+be+ca

5. Daci numerele pozitivea,b,c satisfac relga a+b+c=3 atunci aitati ca

<‘/¥+<‘/§+<‘/§2ab+bc+ca.




