Generalizari ale unor problemedate la Olimpiadele de Matematica
lon Bursuc

Motto: lar el, ispunzand, a zis:aSubesti pe Domnul Dumnezeuiit
din toat inima tasi din tot sufletul u si din toat puterea tgi
din tot cugetukt, iar pe aproapel@u ca pe tine Tngu
(Luca ,cap.10,v.27)

1.Daci ecuaia de gradul al doilea cu coeficigéintregi ax® +bx+c =0 are &dicini rationale
nenule atunch? < (ac+1)°.

(I. Cucurezeanu, OJ, Constan1993)
Generalizare:
Daci ecuaia de gradul al doilra cu coeficigfintregi ax® +bx+c =0 are Edicini rationale nenule

2
si pON"cu pl(b,aC) atuncibzs(a—:+ pj .

Solutie:
Cazul | : ac>0. Cum ecuga are &dicini rationale= b” —4ac =k* cu
k DN,|k| <|b| =k :|b| -r,r ON . Egalitateab® — 4ac = k? devine:

2—(|b|—r)2 =4ac = r(2p|-r) = dac= 2| = (Jr ON" astfel incar = 2r = r (|| -r) = ac.
Cum plac= p|s= (0 qON astefel incar = pg=k =|b| -r =|b|-2pg <|o| - 2p
2
:>b2—4acs(|b|—2p)2 « —dac<—4p|b| + 4p2:>|b|sa—:+p - bzs(a—:+ pj .
Cazul Il : ac<0. Cum ecugia are #dicini rationale= b® - 4ac =k cu
kON,|k| >[b| = k =|b| +r,r ON". Relaia b -4ac =k* devine:r (2]b|+r) = -4ac = (D r ON"
astefel incat = 2pr = k =|b|+r > |o|+ 2p = b? - 4ac > (|b|+ 2p)’

2
= —4ac= 4p|b|+ 4p2:>|b|s—a—:— p:bzs(a—:+ pj _

2.S4 se determine funia strict cresatoare f : R — R astefel incat

f (x+ f (y)) =f(x+y)+1(0)x,yOR.
(Etapa Judeari, Harghita, 1993)

Generalizare:
Fie fungia bijectivi g:R — R. S se determine fun@ strict cresatoare f R — R astefel incat
f(g(x)+f(v))=f(x+ ) a,(0)x yOR.

Solurie:
Inlocuind xcu ysi ycu xobtinem

f(g(y)+f(x))="f(g(x)+f(y))="f(x+y)+a(0)x yORsi cum af este injectivfiind strict
cresatoare= g(y)+ f (x)=g(x)+ f (y),(0)x,yOR =

= f(x)=g(x)+f(0)-g(0) ,(0)xOR.

Relaia din enundevine:

f (g(x)+f(0))=g(x)+f(0)-g(0)+a,(0)xOR. Cum g este bijectivpentru orice

yOR existi x[(OR astefl incat



g(x)=y-f(0)= f(y)=y+a-g(0),(0)yOR= f(x)=x+b,(0)xOR = ci ecuaia
functionak din enum admite soltie = g este funge= f (x)=x+a-g(0),(0)xOR.

3.Fie f :R -~ R o fundie cu proprietateaic

(O)x yOR, £3(x+y)+ £°(x=y)=(f (x)+ f (y))3+(f (x)-f (y))3. Si se demonstrezeic

f(x+y)=f(x)+f(y).(0)x,yOR.
(Etapa local, Bucureti, 1991)
Generalizare:

Fie fundiile f,g,h:RRcu proprietateaich impati , gsi h injectivesi
g(a)+h(a)=g(2a)+h(0)= a=0. Dac
g(f(x+y))+h(f(x=y))=g(f(x)+f(y))+nh(f(x)-f(y)),xyOR, atunci
f(x+y)="f(x)+f(y).(O)x yOR.

Solutie:

Pentrux=y=0=g(f(0))+h(f(0)=g(2f(9)+h(J=f(Q= ¢

Pentrux=0= g(f (y))+h(f(-y))=g(f(y))+h(-f(y)).(O)yOR sicum heste
injectivi= f (-y)=-f(y),(0)yOR = f este impat.

Tnlocuind x cu ysi y cu x okinem:

gl(f'(xdf y))=h(f (x=y))=ga(f (x)+f(y))-h(f(x)-1(y)).(0)x yOR si prin adunare cu
relaia din

enun= g(f(x+y))=g(f(x)+f(y)).(0)xyOR= f(x+y)=f(x)+f(y),(0)x,yOR.
4.Sa se determine fumide f :R - R cu proprietatea

f (x+y)=max{ f (x) y}+ mir{ f (y x)} (O)x yOR

(Concursul"Traian Lalescu”, 1992)
Generalizare:
Fiea,f>0cua=f. S se determine funide f:R - R cu proprietatea
a+ .
T’B f(x+y)=amax{f(x).y}+Bmin f(y) X (0)x yOR.

Solurie:
Cazull a=p
Egalitatea din enurdevine:

f(x+ y):max{ f (x) ,y}+ min{ f(y) ,x} (O0)x yOR.

Pentru x inlocuind cu §i y cu x= f (x+y)max{ f (y) x} + mir{ f (x) y} x yOR.
Prin adunare> 2f (x+y)=x+y+ f (x)+ f (y),(0)x,yOR.
Pentruy=0= f (x)=x+f (0) (0)xOR(9)

Fie f(0)=a= f(a)=maxX f (a) ,Q+ mif{a a}.

Daci f(a)>0= f(a)=f(a)+a=a=0= f(0) > 0=a> O(fals).

Daci f(a)<0= f(a)=0+a=din()= f(a)=ata=a=2a=a=0
= f(0) < 0= a< 0(fals).

Prin urmaref (0) = 0= f (x) =x,(0)xOR.

Caaulll a>p

Vom demonstra egalitateamax{ a b} + 8 min{a b} maxaa+ Bb ab+ Ba} .




Cum (aa+pBb)-(ab+pBa)=(a-p)a-(a-B)b=(a-B)(a-b)=egalitatea de mai sus.
Inlocuind in relgia din enumnpe x cu i y cu x oliinem:

&2/3 f(x+y)=amax{ f(y) x+8min f(x) y} (O)x yOR= (a+p)f(x+y)=
=max{af (x)+By.ay+pf (x)}+ ma{af(y)+Bx ax+pt(y)} (O)x yOR( 2.
Pentrux=0=(a+ ) f (0)= 2ma{af( 9+ ( Q}.

Daci f(0)>0=(a+B)f(0=2f(0=(B-a)f(0= 0= f( 0= (fals).

Daci 1(0)<0=(a+)1(0)= 281 (9= (a-B)f (9= 0= (9= (fals).

= 1(0)=0=(a+B)f(x)=ma{af(x) Bf (x)}+ matax g} (O)xOR( P.

inlocuind n relgia din enum y:O:iZ'B f(x)=amaq 0x} + 2 mir{ f(x) §) (O)xOR

Daci x> Osi f(x)<0:>&2'8 f (x) =ax+ Bf (x):a—;’g f (x) = ax(fals).

Daci x<O0si f () >0:»”—;'3 f(x)= 0= f (x) = O(fals).
_ x>0= f(X)
Prin urmare avem:
x<0= f(x)<
Daci x>0din (3)= (a+B) f (x) =af (x)+Bx= f (X) =x.
Daci x<0 din (3)= (a+B) f (x)=Bf (x)+ax= f(x)=x= f(x) =x,(0)xOR.

5.Se considérecuaia x* —(a’ +a+b)x+b?+b+a=0, undea, bR . Si se aratexdac

20
o

a®—b?>1, atunci ecuga are #dicini realesi distincte.
(Etapa judeeari, Buziu, 1996)
Generalizare

Se considérecuaia xz—(a2+aa+,8b)x+b2+k,8b+ kaa=0, undea,b,a,8,kOR, k>0. S se

arate & dac a®-b” >k, atunci ecuga are idicini realesi distincte.

Solutie

mma iR - R, f(x)=x*—(a’ +aa+pb)x+kb”+kaa+kpb. Trebuie & aritim c

A>0.

Daci presupunemzcA<0, atunci f (x)20, (0)xOR = f(k)=20=

k?—(a®+aa+ Bb)k+ko?+kaa+kBo= 0= k’-ka’+kb’20 = a’-b’<k ceea ce este fals.
Prin urmare concluzia problemei este aunlati.

6.Se di ecuaia X* —(2m+1) x+m?, undemON, cu #dcinile X, X, (X, <X,). Si se aratex
intervalul (xlxz) cortine cel mult un nudr natural @trat perfect.

(S. Stan, Etapa judeari, Constar)
Generalizare

Se di ecuaia x* —ax+b=0, undea,b0N, a>0 cu fadacinile xl,xz(xl<x2)si

a’>4b> (a—l)z. Si se aratezintervalul (x,X,) cortine cel mult un nuar natural fitret

perfect.
Soluie



vvvvv

= X,% 20. Si presupunemiexist kN, astfel incat, < k? < (k+1)* <x,. In aceste
condiii, cum x, %, 20 = \fx <k <k+1<./x, = \/x, —\/x >1(1). Deoarece

2 a-1)° - 4o
- =X, + X, — 2,/ XX :a—ZJB:a—l—ZJB+1:(—+Js:, entrub > O si
(\/g \/Z) 1 T Ay Ay a1+ 2\/5 p S
(\/Z—\/Z)Z =a<l,dac b=0 = ,/x, -\/x <1, ceea ce este in contraiticcu relaia (1).
7.Fie a,b,cOR, a#0, astfel incAb* <4ac. S se aratexdaa 4a+ 2b+c> 0, atunci
a+2b+4c> 0.

(B. Enescu, Etapa juceari; Braila)
Generalizare

Fie a,b,cOR, a#0, astfel incab’® < 4ac. S se aratezxdad exist x,,y, IR si a,5=0
astfel Tncéta(aD%z+,BEi/oz)+b(aD<O+,BEyo)+c(a+,8) >0, atuncia+km+k’[&>0,
(O)k>0.

Soluie
Fie fungia f :R - R, f(x)=ax+bx+c. CumA=b’>-4ac<0 = f are semn constant.

Deoarece relia a(a X, +,6’Ey02) +b(a X, +B0,)+c(a+B)>0 se scrie
af(x)+Bf(y,)>0 = cicel puin unul dintre numereld (x,) sauf (y,) este>0 =

2
f(lj:a+bk2+ck 0.
k k

8.Si se aratexdaa z[C, |7 =1, atunci:v/3<[1+7 +‘1— z+ zz‘ slz?’.
(O. Pop, Etapa judears, Satu Mare, 1996)

Generalizare
Si se aratezdaci zOC, |4 =1, atuncim< a1+ z|+,8‘1— z+ zz‘ <M, unde

m=min{a+v2+a (2+a)}, M :max{( 2+a),3+:i; 20+ ;B—aﬁ} si al(-2,2),
a,[>0.
Soluie

Notam [1+ 2= x> 0. Cum x<[] +|X = 2= x[0[0,2]. Din relaia

x=[1+7 = x® =1+ = (1+ z)(1+E) = 1+|4*+z+2= 2+ 2Re

1-az+ 7
z

z+é—a‘ :‘Z+E—a‘ =|2Rez-4| :‘xz - 2—3‘. Notez

:‘1—az+22‘:‘
z

all+ z|+,8‘1—az+ 22‘ =S= S=ax+,8‘x2 —2—a‘.
Cazul | XD[O,\/2+ a]

Tn acest caz avem

S:ax+,8(x2—2—a) :—ﬁ[xz—%x—z—a]:—,@“x—%] —2a—f—;2}:( 2+a),8+a—2—,8(x—i] =



2 2
Ss(2+a)ﬁ+2r—ﬁ si S=k, undek =min(p,q), p:(2+a),3+j_ﬂ

q:(2+a)ﬁ+j—;—ﬂ{m—%j2:a\/m.

Cazul Il XD[M,Z]

in acest caz avens = crx+,8(x2 —2—a) = Bx*+ax—(2+a)B. Cum fungia
f :[\/m,z] - R, f(x)=px*+ax-(2+a)p este strict cresitoare =
f(V2+a)ss<f(2).

Deoarecef (\/m):,[a’(2+a)+a 2+a-(2+a)f=av 2+asi
f(2)=48+2r-(2+a) =B+ 2-aB = aJ2+a<S<2a+28-af.

In concluzie avemmin{a\/2+a,,8(2+a)} <S< max{( 2Ira),[3’+j—; 2+ Z?—a/i’}.

O.Fie z OC astfel TncétlziiDR, (0)z,0C, cul+zz, #0si |z]|=1. Si se aratex
22,

z|=1.

(D. Busneag, C. I. GhTiteica, 1991)
Generalizareal

Fie z,z,0C astfel incatl+zz, # 0.

s o L T2 Y 1512
Aritati ca 1+21222D]R - (1 |z)| )zl+(1 |z| )ZZDR

Soluie

Z+z z+z, [z+z i
gz, T 1+z1222_(1iz1222) - (a+z)(r22) = (24 7)) (1 22)

= Z1+22+Z12122+212222:21+22+ZE¥2+Z§? =
21+22+|Zl|22_2+|24221=;l+2_2+|21222+|ZJZZZ =
2,+2,-z) z,-|z| z,= 2,4 2,-|z) 2 -|z|'z . - (1—|22|2)21+(1—|zl|2)22DR.

Generalizarea 2
Fie a,b,c,z,z,0R astfel incatc+zz, #0.

e . az +bz - LR - T2
Aritati ca c+—zlz;DR - (ac b|z)| )zl+(bc a|z] )ZZDR.

Solutie
Folosim proprietateaz[R < z=z.

cum 380 _(%*bzzj _ (aZl+b22)(<_3+Zl_Zz)—(C+ zlzz)(a_zl+5?2) )

c+zz, | c+zz, lc+2z2)|
acz +azzz,+bcz,+bzz,z, acztazzgtbez pbzzz, _  z-z unde
2 2 21
o+22, o+ 22] o+ 22]

a0,tbz hp
c+22,

- z=7z - zOR.

z= (a6—5|22|2) zl+(b6—5|21|2) z, =



10.Fie z si z, doui numere complexg u una din valorile lui\/zz, . S se aratex

|21|+|22|:|21-|2-22 +U +|Zl+22— ‘
(Concursul interjudean “Gh.Titeica”, 1991)
Generalizare:
Fie z si z, dou numere complexg u una dintre valorile luy/zz, . Dac a,b0R, a,b>0 sise
1.1 7 +az 1Z taz
DR +b ~ 2 wa 2
arateéi‘3‘2b|zl|+a2 |22:a—2+u+ -u.

Solurie:

Fie u, o valoare a luj/z, si u, o valoare a lui/z, astfel incat,u, =u. Aceasi alegere este

posibili deoarece dacy,? = z, = (uu,)” =2z, si cum u? = zz, = u{uu, —up } =\/zz,.

Daci u ar fi —uu, se alege pentru, valoarea-u,.Inmulind ambii membrii ai egalitii din enun

cu 2 ab aceasta devine:

(a+b)|z|+ab(a+b)|z,|= b‘zl+ a’z,+ 2au‘ + a‘zl+ b’z,- Z)u‘ -

= (a+b)|z|+ab(a+b)|z,|= b‘ul2 +a’u,’ +2aup2[+a‘uf+b2u ;= 2buy 1 -

= (a+b)|z|+ab(a+b)|z,| =b|u,+au,|" +|u,+bu *(1).

Este cunoscitegalitatea:

|2, +2)| =|z[ +|z)|’ +2Re(zlz_2) (0)z,z,0C. Folosind aceastgalitate putem scrie:

ju, +awy|” =|uf* +a*|u)*+ 2aRe{up,)( 3

lu, —bu,|* =|u)”+b?|u*-2b Re(ulu_z)( 3 '

Din relaiile (2) si (3) obtinem:

blu, +au,|” +alu, —bu,| = (a+b)|u|’ +ab(a+b)ju]’ = (a+b)|z]+ab(a+b)|z], adic relaia (1).

11.Aratati ca dac A,u,a,b > Osi z z, sunt doé numere complexe, iar u este una dintre valorile
A H
Z+

A
“ 22+ paz
lui \/zz, , atunci 34_’2 |2|+ >

a +ul+
K

A
pa+Ab BZlJ’/]b

A+u

|| < -ul.

A+u

Solurie:
Inmultind ambii membrii ai inegalitii cu (A + 4)ab aceasta devine:

(Ab+ pa)|z| +(pa+ Ab)ab|z,| < b‘/lzl+,uazz2 +u(A+4) z# + a‘,uzl+ Ab%*z,—ub(A +,u)‘ (1). Daci
u, este o valoare a IL(;/Z sl u, o valoare a lui/z, astfel incatu,u, =u, atunci avem:

Az, + pa’z, +u(A +p)a =| ) + patu,?+(A +p)auy | =|(u,+au ) (Au + pau )| . Analog avem
‘,uzl + bz, —ub(/ +,u)‘ =‘,UU12 +Ab%u,? = (A + p) bupzl =|(u,=bu ) (u = Abu ).

Inegalutateq1) devine:

(Ab+ pa)|z) +(ua+Ab)ab|z,| < b|(u, +au,)(Au,+ pau,) +al(u,~bu ) (u,~Abu ).



In continuare vom demonstra uitoarea ter. Pentru oricezy z,0C si A, 4R are loc egalitatea

|z, +2,| Nz + uz) :\/[/Hz]jz +ulzf’ +(A+ p) Re(zl,?zﬂ2 +(A —y)z( Imzlfz)2 :

Soluie:
Se obsery ca

2+ 2 Mz z” =(|2]" +]2)+2Rezz) (472}
= (2] +|2f ) (22 12] + 122" + 2(Rezz,) (221217 + 2|2 |+ 2|2 ) + A ReeZ) =

= A7af" + 2|2 + (424 ) 2 |2 + 2 Rezz,) (A + 1) (Al2f + w2 f) + 9 Reez) =

= (Alaf +#fz) +(1= w22 + 2 Re(22.) (A + ) (Al2f + 2 ) |+ (1 + 2)* (Rez ) -

~(1-1)* (Rezz,) =[Alaff +fzf +(1+ 1) R{22,) | +(A-p)*(|22) - R&(27))=
= egalitatea din enynDin egalitatea demonstialeducem &
b(|u, +au,|)(Au, + au ) 2 | Au” + plau "+ (A + ) Re{au, i) | = Abjz| +a’bu|z |+ ab(A+ ) Raiu { 3
si a|(u, ~bu,)(zu, - Abu,) a[,u|ujj2 +A|-bu )’ = (A + p) Re(—bulu_Z)J =
Z _ab(/] +/j) Re(ulu_z) ( 4) :

Adunand inegalitiile (3)si (4)se ohine inegalitated 2) . Egalitatea in inegalitatea din emame

2

+p|2f + 2w Rez )=

2

= au|z|+ab’

loc daci si numai dag A = sauzz, OR.
12.Fie x,y,zOC astfel incatx =3,|y|= 4|7 = 5si x+y+2z=0. Demonstrd ci 16x* + 9y’ = Q.
(L. Panaitopol, Etapa locaBucursti, 1996)
Generalizare:
Fie x,y,zOC si a,b,c>0 astfel incatx =a,|y|=b,|Z =csi x+y+z. Demonstra ci
b2x2+a2y2=(cz—a2—b2)xy.
Solurie:
2 = - _a’
Cum|q =a’= xX=a’= x=—
X
w2 a2
Analog y:b— si z=c—. Din relgia
y z
L 2 2 2 2 2
x+y+z:0:>x+y+z:0:>a—+b_— c :0:>a—(x+y)+b—(x+y):c
X 'y Xty X y

= a2y2+b2x2:(c2—a2—b2)xy.

2

13. Fie p,q0C,q# 0.Stiind ci ecuaia x* + px+q® =0are &dicinile de acelg modul, $ se arate

ca umarul P este real.

q
Generalizare:

Fie p,q0C,q# 0 si a,bOC" astefl Tncéﬂ%DR,ﬂ2 > 0. Stiind ci ecuaia x* +apx+bg® =0 are
a a

radacinile de acelgi modul, $ se arateé:BDR.
q

Solurie:



Fie x_ si X, radacinile ecuaiei de acelgi modul r.
Din relgia lui Viete= x, +x, = —ap

_XtTX
p* _ a :£d<f+x2+2xx E[x

X, = b —1+X—2+2 =
XX, =bq 3q X% a2 X, X j
b
2R
:%{xlxhrxx 2] % e(xlx +2l0R.
el (%] a

Cum‘xlx‘—r :‘Re xx)

<r’= Rexx +]_03pD[Opo) Por
r’ q q

14.S3 se demonstrezéidad p,q,r 0Q si pg+qr+pr =1 atunci\/(1+ pz)(1+q2)(1+r2) 0Q.

(Revista Kvant, Etapa jugeari, Mehedini, 1996)
Generalizare:

Sa se demonstrezeéidad p,q,r,k0Q si g+qr +rp+k(p+q+r)=A, atunci
\/(A+ p*+kp+k?)(A+q?+kg+Kk?)(A+r2+kr +1?) 0Q.

Solurie:
Se obsery ca

A+ p2+kp+k2:(pq+qr+rp+ p2)+k(p+q+r)+kp+k2:(p+q)(p+r)+k(p+q)+k(p+r)+k2:

=(p+a+r)(p+r+k)(1)
Analog avemA+q® +kq+k*=(q+ p+k)(qg+r +k)(2)si

A+r?+kr +k?=(r+ p+k)(r +q+k)(3 :>\/ (A+ p? +kp+k?)(A+q? +kg+k?)(A+r 2 +kr +k?) =
=(p+qg+k)(g+r+k)(r+p+k)0Q.

15.S4 se determine numerele naturale n pentru cargiacua

IXx+1++/x+ 2+ .. +~/x+n =+/x+n+ lare soltie.

(L. Panaitopol, Etapa rianak, Valcea, 1991)

Generalizare:

Fie (an)nZlun sir strict cresétor de numere pozitive astef Tnc&ﬁ2 - +\/an -a >,/a,,, are
soluie.

Solurie:

Pentrun=1 ecuaia devine,/x+a, =,/X+a, care evident nu are saikeL

Pentrun =2 ecuaia devine:

Jx+a +x+a, = x+a, = x+a,+x+a,+2/(x+a)(x+a,) =x+a,xz-a,-

4(x+a,)(x+a,)=(k-x)*,x0[-a,k] ,unde

K :ag‘ai—a2:>3x2+2(a1+a2+a3)x+ 4a§2_k2 =0=>x= _(a:l'-i-az+a3)-l_\/(al-'-aZ-'-a3)2 _12392"' 3(2

3

_(al +a, +a3)+\/2[(a1_a2)2 +(a2_a3)2 +(a3_a92}

3




Vom aiita @ soluia gisita apatine intervalulu[—al, k] . Inegalitateax > —a, se scrie:
2[(32 _a1)2 + (as _a2)2 + (as_ al)z] 2 [(az_aJ) +(a3—a,)]2 =

- (a,-a) +(a,—a,)’ +2(a,-a,)" 2 2(a,~a)(a,-a) inegalitate adeirati.
Pentrun = 3vom considera funa

f: [—aoo - R, f(X)=yx+a +x+a, +..+x+a,_, - B~ Se observca

Jx+a1+1+Jx+an

functia f este strict cregtoaresi
= Ay ~
-a)=\a,—a .o, —a, - 2\a,-a +a,-a,-\a,,-a,>0= f
NEWETY +Jan 3,
nu se anuledzpe mtervalul[ al,oo) = ecuaia din enumnu are soltie.




