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Generaliziri ale unor probleme date la concursul internaional “Spiru
Haret”,Suceava,2008

de lon Bursuc
Mott§i le-a zis lisus: Adearat, adetirat zic vod, daé nu vai manca
trupul Fiului Omuluki nu vei bea sangele Lui, nu tieavea viga in
voi.(loan,cap.6,v. 53)

n cele ce urmeaxoi generaliza cateva dintre cele mai frumoasélproe
date la CONCURSUL INTERNAIONAL “SPIRU HARET”,SUCEAVA,2008.
Problema 1

a).Aratati ca %+B > 2 pentru oricea,b > 0.Egalitate are loc dagi numai daé
a

a=h.
b).Determing x,y(0,0) stiind ci are loc egalitatea:
2 2
2x+y+3x+2y +x+ 2y+ X+ ¥ _4
X+2y 2x+3y* X+y X+ 37

lon Bursuc, profesor, Suceava
Generalizarea 1

Fiea,b,c,d0(0)cuazb,czd sifunctile f,g:(0,0) - (0,0) astfel incat
ecuaia f(x)=g(x) are ca muime de soltii pe A0 (0,) .Determina

xy0(0) stiind ca: XY, F*+dg(y) , bxray, df(x)+cg(y) -
bx+ay  df () +cg(y) ax+by of (x)+dg(y)

Solutie:

Folosind inegalitated +~ > 2,(0)u,v> 0 cu egalitate~ u=v obinem:
vV u

4=[aX+by+bX+ay]+ (cf(x)+dg(y) L (><)+cg(y)]22+2= 4
bx+ay ax+by) (df(x)+cg(y) cf(x)+dg(y)

de unde ax+by =bx +ay Q)

si cf (x) +dg(y) = df (x) +cg(y) (2)
Din (1) okiinem x =y si deci relaia (2) devinecf (x) + dg(x) = df (x) + cg(X) =
(c=d)f(x)=(c-d)g(¥) = f(x)=g(x) = xOA

Prin urmarex=y[OA. Se obsef¥ ci daé x=y[A atunci este satigfuti relaia din
enurn.

Generalizarea 2.

Fie a,b,c,d,a,80(0») cu azb,czd sifunctiile f,g:(0,0)- (0) astfel incat
ecuaia f(x)=g(x) are ca muime de soltii pe AT (0,»).




Determinai x,y[(0,») stiind ca :

gD, pA 00 +da(y) | bxray pdf () +ea(y) e,
bx+ay ° df(x)+cg(y) ax+by ° cf(x)+dg(y)

Generalizarea 3.

Fie a,b,c,d0(0,0) cuazb,c#d sifunctiile f,g:(0,0) - (00 ) astfel incat ecum

f (x) = g(x) are ca muime de soltii pe AT (0,»).

Daci a,3:(0,0)x (0,0 ) (0 ) sunt dod fundii, atunci determing x,y[1(0,c)

astfel Incat:

ax + by
a(x,y) ox+ ay +B(x,Y)
2a(x,y)+ 2B(X.y).

+ﬁ),

o (9 +dg(y) | ay of (9 +ct (y) _
a0 +agly) T y) PRV 0o+ daty)

Demonstrdile la generalizarea g generalizarea 3 sunt asé&mitoare cu cea data
generalizarea 1 ¢inand x=yOA

Cazuri particulare:

Determinai x, y[(0,,0)Tn urmitoarele situgi:
2x+y 3+ 2y° x+2y 2<+3y
x+2y 2x+ 3y° 2(+y 3<+%/
ax+by ax” +by” bx+ay+bx +aym:4,unde a,b>0,azbsi nmOR
bx +ay bx +ay™ ax+by ax"+by"

cunzm

Q). ax+by axy+b bx+ay bxy +a

bx+ay bxy+a ax+by axy+b

ax+by | a(x +a,8)+b(a+,8)y bx+ay ,

bx+ay b(x* +a,8)+a(a+,8)y ax+by

+b(X +ap) +a(a +pB)y

a(x* +ap) +b(a + Py

o). 2x+y | 3x2+10y+18 X+ ¥, 2x* +15y+12_
x+2y 2x? +15y+12 2(+y 3x° +10y+ 18
x+2y F+4+TB A+ Y, 2(3 +4)+5 _
2x+3y 2(3+4)+5 3x+2y 3+ 4+ 20F

2x+y 3&+2f X+2y 2\/;+3?/7

=4 ,unde ab>0,az#b.

d).

=4, undea,b,a,f>0cu azbsi a#p.

9. X+ 2y 2&+3f 2x+y 3/}+2s/_
2x+y 3x+y x+2y x+3/
'x+2y x+3y 2x+y “x+y?

Problema 2

a).Aritati ca fundia f:R - R, f(x)=|X satisface relé:
|f(x)+y]+|f(X) - y|=|x+y|[+|x=Y], (*) pentru orice numere realssi y.

b).Determiné toate fundile f :R - R ce satisfac reta (*).
lon Bursuc, profesor, Suceava



Generalizarea 1.
Fie fungiile h:[0,«) —» R, g:R - R cuh injectiva.
a).Antati ca functia f :R - R, f(x)=|g(x) satisface reléa :

h([ 00+ vi)+h(|F (0= l)=h(| g0+ ¥f) +h(lgC) - ¥). (O)xyOR. (3
b).Determind toate fundgile f:R - R ce satisfac reta (3).
Solutie:
a).Fie A={xOR/g(x)=0} . Dac xOA, atunci f(x)=g(x) si deci
(|09 + ) +h(|f (9 =y} =h(jg09 + ¥]) + h(a() - ¥]).(T) yOR.

Dad xOR-A= f(x)=-g(x) si avem:
h([£00+¥)+h(f09-y))=h(-g09+¥)+
h(|=909 - y[)= (|99 +¥) + (909 - ). (O) yOR.
b).Pentruy =0 obtinem 2h(|f (x)) = 2h(jg(x}), (3)xOR si cum h este injecti¥
deducemz |f(x)|=|g(¥)|.(0)xOR=(D)BOR astfel incat:
f(x):{g(x) ,dae‘i xOB

-g(x),dac xOB

Se obser¥ ca funaia gisita satisface rela (3).

Generalizarea 2.

Fie fundiile h:[0,0) -~ R,g:R ~ R cu h injectiva si

1 ,daé@ x=0

-1, daa x<0.

a).Aritati ca fundia f:R - R, f(x)=|g(x)| satisface relia :

ah(| f(x) + y|) + bh(| f(x) - y|) = (%b +a;2bs(g(x))]h(|g(x) + y|) +

s:R - R, s(x):{

2

undea,b0(0,).
b).Determind toate fundgile f:R — R ce satisfac reta (4).
Generalizarea 3.
Fie fundiile h:[0,0) ~ R,g:R - R cuhinjectiva si
l,daé x=0
-1,daé@ x<0.
a). Atati ca funcia f :R - R, f(x)=|g(x)| satisface relia:

ah(|f(x)+cy|)+bh(|f(x)—dy|)=[a+b+ a_bs(g(x))j[

2 2
h[‘g(x)+y(c-;d +C—2d S(g(x))j}, (a;ber;as(g(X))][

[ﬂ[‘g(x)—y(czd +d;CS(g(x))jD(D)x,yDR. (5)

+(a;b+b—as(g(X))jhﬂg(x)—y|),(D)X,yDR’ @

s:R 5 R, s(x)={ .Fiea,b,c,dOR cua+b#0,c#0d# 0.

b). Determind toate fundgiile f:R - R ce satisfac reta (5)



Cazuri particulare :
1.a).Aritati ca fungia f:R - R, f(x)=|x’ satisface rela:
[F)+ 9+ F 00 -y :|x3 + y|3 +|x3 - y|3, (0)x,yOR. (6)
b).Determing toate fundiile ce satisfac rela (6).
2.a).Artati ca functia f:R - R, f(x)=|¥ satisface relia:
[FO)+y |, [TO-y _ [x+y , [x-y
at|f(x)+yl a+[f()-y a+|x+y a+|x+y]’

(0)x,yOR, undea> 0

b).Determinga toate fundile f:R - R ce satisfac retea de mai sus.
1, daé x=0
-1,daé x<0
a). Aritati ca fundia f:R - R, f(x)=|x satisface
relaia:3|f (x)+y|+|f (x) =y =(2+sX))|x+ Y|+ (2-s())|x=y. (O)x,yOR
b). Determing toate fundile f:R - R ce satisfac retea de mai sus.
1,da@ x=0
-1,daé x<0.
a).Aritati ca fundia f:R - R, f(x)=|X satisface reléa:

|f(x)+3y]+|f (x)- Y| =|x+ y(2+ s(x))| + |x— y(2—s(x))| (0) x,yOR.
b).Determind toate fundgile f:R - R ce satisfac ret@ de mai sus .

3.Fie fungia s:R - R, s(x) ={

4.Fie fungia s:R - R,s(X) ={

Problema 3
a).Aratati cd 1+xy = x+y pentru oricex, yJ[1,o).
b).Aratati ca pentru oricex, y,zD[l,oo), avem:
log,.., @+ yz)+ log,,, (1+ 2¢)+ log,, (& Xy ) 3
lon Bursuc si Daniela Macovel, profesori, Suceava

Generalizarea 1.

Fie a=1.Se cere:

a).Aratati cd xy+a’=a(x+y), (J)x,yO[a,).

b).Aratati ca pentru oricex,y,z0[a,») si a,B,y,kd(00) avem :

aflog§+y (% + aj +[ Iogb+Z [% + a] + ylogk,, (% + aj > 3apy.

Solutie:

a).Inegalitateaxy + a”® > a(x+y) se scrig(x-a)(y-a) =0, care este adevasiaileoarece
x—a, y—-a=0.

b).Deoarecex+y, Yias1si ¥+ax y+z oltinem:

a a

log,., (% + a] 2 log,,, (y + z)> 0.Analog log,,, (% + a] 2 log,,,(z+x)>0,

log,., [ﬁ + aj 2 log,,, (x+y) > 0. Folosind inegalitatea mediilor pbem:
a



alog;y(&ajwlogsu (3+a]+ ylog§+x[ﬁ+a]z
a a a

> 3apy(log,,, (y+2)log,., €+ x)log, &+y) =3aby.

Generalizarea 2

Fiea>1.

a).Aratati ca ayz+ pBxz+yxy+a’(a+pB+y)zax(B+y)+

+ay(a +y)+az(a+B),(0)xy,z0[ax) si a,8,y=0.

b).Aratati ca pentru oricex,y,z0[a,») si a,3,y0[0,0)cu cel ptin unul dintre

numerelea, 5,y mai mare decat 0,5 avem:

Alogs ., F(x,y,2)+Blod ., F (y.z X)+ Clogg,, ., F(z.X,y)2 3/ABC,

(O)AB,C>0,undeE(x,y,2)=x(B+y)+y(a+y)+z(a+p) si

ayz+ B+ yxy
a

F(xY,2)= +a(a+p+y).

Solutie:

a).Inegalitatea se scrie astfel:

a(y-a)(z-a)+pB(z-a)(x-a)+y(x-a)(y-a) =0 (O)x,y,z0[a») sia,B.y=0
ceea ce este evident adevarat

b).DeoareceE(x,y,z)>1,F(x,y.z) > 1si F(xy,2)=E(X,y,2)=

=109,y F(X,Y,2) 2 log. (., E(X.y ,2)> O
Analog loge,,, F(y.z,X) 2 log. ., E(Y.zX)> Csi
109,20 F (2.X,Y) 2 log, ,, E(2z.x.y) > 0In continuare se aplidnegalitatea mediilor.

Cazuri particulare si alte probleme asenrtinitoare:
1.Aratati ca pentru oricex, y,z0[Le) avem:

%IogX+y (1+y2) +% log,., (1+ ) +§ log,, ( xy) =3.

2.Aratati ca pentru oricex, y,z0(1,0) avem:

log, xog,., (1+ yz) + log, yOog,,, ( I+ ) + log, zlog,,, (1+ xy) = 3.
3.Aratati ca pentru oricex,y,z=a=1 avem:

logs., (ﬁ + aj +log;., [ﬁ + a] +logZ,, (ﬁ + aj >3.
a a a
4. Aratati ca da@ a,B,y>0 si
alog,,, (1+yz) + Blog,., (1+ 2x) + y log,, ( #xy) 2a+B+y,(0)xy,z=1, atunci
a=p=y.
et s s . yz x
5.Aratati ca daa& a,B,y>0,a=1si alogx+y(— + aj +plog,., (— + aj +
a a

+ylogz+x[%+aj2a+ﬁ+y,(D)x,y,zz a,atunci a=p8=y.

Problema 4
Rezolvai in mukimea numerelor reale eaia

1
[100,00:X] + [WO? + Iogzowx} = 2007



Adrian Sandovici, profesor dr., Piatra Neamy

Generalizare
Fie a,4,n,m,rON" m,n> 2Rezolvai in multimea numerelor reale eqis

allog,, x] +,8[%+ log,, x} =(a+pB)r+p.

Solutie:
Fie y=log,, x si [y] =k.

Cazul | yD[k,k +nT_1j

Avem :y+£D{k+—l,k+1j:>[y+_1}=k
n n n

Ecuaia devine :ak + gk=(a+B)r+ B = k=r +af,8DZ (fals).

Cazul ll yD{k+n—_1, k+1j - y+—1D[k+1,k+1+—1j:>
n n n
:>[y+ﬂ=k+1.Ecuagia devineak+ Bk+p=(a+p)r+f=k=r=

n _1 F+E- r4+1
=log, xO|r+—=r+1{=x0/m " m .
n
Cazuri particulare:
1.Rezolvai in mukimea numerelor reale eais
[109,000 ] +[1+ Iogzoogx} =2009n0N n> 2
n
2.Rezolvai Tn mukimea numerelor reale eaia
1
2[ 100,000 X] + a{m + |og2009x} = 2008
3.Rezolvai in mukimea numerelor reale edis
1
[|092009 X] + 6|:m+ |092009X:| = 2008
4 Rezolvai in mukimea numerelor reale edis

8[100,00 | +[ + Iogzoogx} = 2008

2008

Problema 5
Fieg:D - R,D OR,00D ,astfel incaty (Ej =-g(x),(0)x0OD si  g(1)=0Sa se
X

determine fungile f:D - R,astfel incaf (xy)= f(x)+ f(y)=g(xy) pentru orice

x,ydD.
Calin Oanea,profesor,Suceava

Generalizare



Fieg:D - R,DOR,00D,10D l xyOD (0O)x yOD astfel incat
X

g[lj = —%g(x),(D)xD D,undea,b>0cu a+b>1.5a se determine
X

functiile f : D - R ,astfel incat:f(xy) = af (x) +bf (y) = g(xy) ,(d)x,yOD.
Solutie:

Tnlocuind in relga (1) g[ij = —%g(x),(D)xD D,x=1 oktinem g(1)=0.
X

In relaia (2) f (xy) = af (x) +bf (y) = g(xy), (O)x,yOD ,inlocuind x=y=1=
f1)= (a+b)f ()= g@)= f (1)= 0 Inlocuind in (2)y cu

L t)s af (x)+bf [Ejz g(1),@)x0D = f[ij=—3f(x),(m)xmo 3).
X X X b

Daci inlocuim in (2)x cu % sy cu1 folosind relaiile (1) si (3) obtinem:
y

f [i]zaf (E]mf (_1]2 g(—lj,(D)x,yD D
Xy X y) oy

2

= =2 10) 2= 1(9-af ()2 -+ (%), (Dx,yOD

= f(xy) < af (x) +bf (y) < g(xy),(d)x,yOD si folosind

(2)= f0y) =90y, ([O)x,yOD= f =g.
Cazuri particulare:

1.Fieg:D - R,D D]Ra,ODD,lDD,1 xyOD (0O)x yOD astfel incat
X

g[lj =-29g(x),([J)x0D .S se determine funide f : D - R ,astfel Tncat:
X

fixy) =2 2f(x)+ f(y) =2 g(xy) .(O)x,yUD.
2.Fieg:D - R,D D]Ra,ODD,lDD,1 xyOD (0O)x yOD astfel incat
X

g[%) =-ag(x),(0)x0D ,undea>0.S4 se determine
funciile f : D - R ,astfel incat:f (xy) = af (x)+ f(y) = g(xy) ,(0)x,yOD.
3.Fieg:D -~ R,DOR,00D,10D % xyOD (0O0)x yOD astfel incat

g(lj = —ég(x),(D)xD D .Sa se determine funide f :D - R ,astfel incat:
X
f(xy) 2 2f(x)+3f (y) 2 glxy) ,@)x,yOD.

Problema 6
Si se calculeze limita:

im (2°+ 3+ ..+ 2008 - 2007
x-0 (2 + 3+ ..+ 2009 - 2008)(sir 2"

Radu Bairac,prof.dr.,Chisingu
Generalizare:
Fie fungiile f,: AOR - R,i0{1,2,...,n}derivabile in
X OAsl g :A- R,iOfL2,..m} derivabile inx, 0 A Daci fungia f : AOR - Reste



derivabib Tn x,cu f'(x,) Z0si Zm: g'(x,) 20, atunci calcula
k=1

m fl(X)+ fz(x)+--'+ fn (X)_ fl(XO)_ fz(Xo)_ e fn (Xo) Q (X_Xo)p
X=% gl(x)+gZ(X)+"'+gm(x)_gl(xo)_"'_ On (Xo) (f(X)— f(xo))p
Solutie:

Daci notaim cul limita da#,atunci avem:
Zf (X) fi (%)

,unde pON.

— 1 XO i - p_
_| lim
a XTX
> jim f09 = (%)
;llﬂ]‘o X=X, 1 Zf (XO)

im%ﬁ_gm[i f()f(xa] zgk(xo>taf<xo>)
k=1""" X X=X X=X

Cazuri particulare:

1.Calculai limita: I|m Inax+b) +In(bx +a) - Inab’
~o|n(ax® +b) + In(bx® + a) —Inab

ea><+b +ebx+a _e _e
2.Calculdi limita: IX|[n 1 . 1 1 1

ax+b bx+a a b

3 Calculai limita: lim SN@*b)* sinbx+a)- sim- sib_ o a,bD(O,Ej.
x-0cos@x+b)+ cosfx+a > coa- cds 2

undea,b>0.

undea,b> 0.

1, 1 11
4 Calculai limita; lim-&_+b bx'+a al bl,undea,b>0§i nmON".
"a b

x-0 1 1
+

1 1 1 1
+ — —
5.Calculai limita: fim &) *P_PLJ*a _al(@*h BO*2 4y fungie de

+ —_— —
ax+b bx+a a b

= mw,undea,b>0 si f:(-a,a) - (0,0),a>0.

Xx-0

5 5 5 —
6.Calculai nnﬂa’”b*c*Jb“a””cx*a*b K'eu  abcOrR s
X= X

k=¥Ya+b+Jb+c+Jc+a

7.Calculai I|ma +(a+b)*+(a+b+c)* -3
x-0 h* + (b+C)x+(a+b+C)x—3

,unde a,b,c>0.

Problema 7

Fie f:[0,1] - [0,1] o fundie contind astfel Tncaf (x)<x* ,(0)x0[0,1].Se defingte

sirul (x,),, astfelx 0(0,9)six,, = f(x,),(0)n=1.S4 se studieze natusirului (x,) ..
Anca Andrei,prof.dr.,Suceava



Generalizarea 1:

a) Fiea,bORcu a<bsi f :[a,b] - [a b o funaie astfel Tncatf(x)<x ,
(O)xO[a,b]. Daci definimsirul (x,),.,astfel:x, O(a,b) si x,,, = f(x,),(0)n=1,
atuncisirul (x,) este convergent.

b)Fie a,b0OR cua<bsi functia f :[a,b] —[a b astfel incat
f (x) = x,(0)x0[a,b]. Dac definimsirul (x,),., ,astfel incatx, 0(a,b) si

X, = f(x,),(0)n=1atuncisirul (x,) este convergent.

Generalizarea 2:

Fiea,bOR cua<bsi functiile f,g:[ab] - [a b] astfel

Tncatf (x) < x,g(x) < x, ([d)xO[a,b] sauf (x) = x, g(x) = x, (0)xO[a,b]. Dac

f(x,),dac n este par

. , atunci sirul
g(x,),dac n este impa

definimsirul (x,)

nx1

astfel incatx O(a,b)si x,,, = {

(x,) este convergent.
Solutie:
Dadi f (x) < x, g(x) < x, (0)x [, b], atuncix.,, - . :{ F(%)=x,<0,daan este par
g(x,) - %, <0,dac n este impa
= X, — X% <0,0)n0ON =casirul
(x,)este descrestor si cum x O[ab],(0)n0N ,folosind teorema lui Weierstrass,
deducem & sirul (x,)este convergent.Analog se demonstieamnvergeta
sirului (x,) Tn cealali situaie.

Cazuri particulare:
1.Fie alJ(0,1) si sirul (x,)

nx1

L ta o
definit prin xlza,xnﬂ:m.Aratay casirul (x,) este

convergengi calculgi limita sa.

xta
1+ax,
X, tb
1+bx,

,dad n este par

2.Fiea,b00(0,1)si sirul (x,),., definit prin x =a,x,,, =

nx1

,daa@ n este impal

Aratati ca sirul (x,),,,este convergent.

nx1

3. Fie a>0si sirul (x,) _ definit prin x,0(0,a),x,,, =/’ —a+x, ,@)n=1.
Aratati ca sirul (x,) este convergent si calctildim x..

4 Fie a>0si b0(0,1].Aratati ca sirul (x,),.,definit prin
x O[a,a+1],x,,, =bx,? — 2abx, +a(ab+1)este convergent determinai lim x .

n- oo

Problema 8
Calculgi lim .1 +o.+ 1 ;
n-e\ N+l n+2 n+n
b) Si se demonstrezei @xist unsir de numere reale pozitiie,)  astfel incat

n>i
[ 1 1 1 ] 2007
..+ =

+ = :
n+a n+a, n+a, ) 2008

lim

n- oo

Calin Oanea,profesor, Suceava



Generalizare

a) Calcula lim (

n-oo

1 1 1 .
+ +...+— |,unde ,qON",p<q ;
pn+l pn+2 qn] P9 p=d

b) S se demonstrezeicpentru oriced D(O,ﬂ] existé unsir de numere reale
p

pozitive (a,) , astfel incatlim s L =A
n-e| pn+a pn+a, PN+a, o

Solutie
(a-p)n (a=p)n q-p
a) Iim[ 1, 1 +...+—1]=|im1 > 1k=|im1 D f(5j=f f(X)dx=
n-o{ pn+l pn+2 gn) n-~n o p+s n-e n = n 0
n
In% ,unde f(x):ﬁ este o funge contind pe  [0,q- p|.

b) Se poateauta unsir de formaa, =an+b, undea>b>0.

(qzp)n
Iim[ (S S— leimlz L -

n-e pn+a1 pn+a2 pn+a(q—p)n n- n k=1 p+ a'k
(a=p)n (a-p)n q-p
1 1 1 1 . 1
lim = =lim = limo(f,A,,&)= dx =
n-o N ; p+ak+b ~o N ; K E n- oo ( k) -([ + ax
n p+ta 2
n
In[l+ (q_p)j k k+b k+1
s ,unde— <& =—& <2<
a n n n
In[1+ (q— p)]
Deoarece funia g(a)= P este continaipe intervalul(0,«) si are

a
valori in intervalul(O,Lppj, existi a,J(0,0) astfel incatg(a,)=4.

Cazuri particulare

1.a) Calcula nm(i+ 1 +,,,+_1j :
n-o\ N+l n+2 K1l

b) Si se demonstrezeicpentru oricedJ(0,2) ,exist unsir de numere reale pozitive

(a,) ., astfel incatlim CHNFUNE S S
n>0 n-o | n+a n+a, n+a,,

n-e\ N+l n+2
b) Si se demonstrezeicpentru oriced 0(0,3), exist unsir de numere reale pozitive

2. a) Calcula Iim(i+ 1 +...+7j‘j ;

(a,).., astfel incatlim SRR S T P
n>0 n-=|(n+a n+a, n+a,,

1C



3.a) Calcula Iim(zl st +...+_1j;

b) S se demonstrezéicpentru oricel D(O,z) ,existi unsir de numere reale pozitive

A ALl 1 1 1
(a,) ., astfel incatlim + +ot =
n>0 n-o | 2n+a 2n+a, n+a,,
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