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ASUPRA UNEI PROBLEME DIN “GAZETA MATEMATIC Ă” 
    Ion Bursuc 

                                                      Motto: Deci au zis către El: Ce să facem, ca să săvârşim lucrările lui                                 
                                                                  Dumnezeu? Iisus a răspuns şi le-a zis: Aceasta este lucrarea        
                                                                  lui Dumnezeu, ca să credeŃi în Acela pe Care El L-a trimis. 

(Ioan,cap.6,v.28,29) 
 
         În Gazeta Matematică Nr. 11 din anul 1999 a apărut următoarea problemă: 

          Să se calculeze:
2

, 0.
 

> − 
∫

arctg x
dx x

arctg x x
  

                                                                          (Gheorghe Marchitan) 
 
          Problema se remarcă prin tehnica matematică folosită în rezolvarea ei, precum 
şi prin faptul că a fost propusă şi la alte concursuri interjudeŃene şi olimpiade de 
matematică. 
         Deşi o problemă de matematică este foarte frumoasă ,dacă nu se cunosc şi alte 
probleme foarte asemănătoare sau generalizări ale ei, ea nu poate fi folosită cu succes 
în munca de formare  cu priceperi şi deprinderi ale elevilor la clasă sau la competiŃiile 
şcolare. Din acest motiv, în cele ce urmează voi da unele generalizări ale problemei de 
mai sus şi voi arăta cum se pot construi şi alte probleme asemănătoare. 
PropoziŃia 1:Fie , :f g I →ℝ ( I  – interval) şi ( ) ( )0,≠ ∀ ∈g x x I  două funcŃii cu f  

continuă şi g  derivabilă cu derivată continuă pe I, astfel încât 
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 

= ⋅ 
 

f
F

g g
, unde 

F  este      primitivă a funcŃiei f . Atunci avem: 
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+ = + +  
 
∫

f x F x
dx x C

g x g x
 

 
SoluŃie 
 Folosind formula de integrare prin părŃi, putem scrie: 
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   
+ = + + = + + =      

   

+ + − = + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

f x f x f x f x
dx dx dx dx x dx F x dx

g x g x g x g x g x

f x F x f x F x
x dx dx x C

g x g x g x g x

  

ObservaŃia 1: Folosind propoziŃia 1 pentru ( ) ( ),f x x g x arctg x x= = − , observând 

că 
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

''2 2 2

2 22

1 1
2 2
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 −  += = − =     − −    

f x arctg x xx x
F x

g x g xarctg x x arctg x x
, obŃinem: 

2 2 1  += + + − − 
∫

arctg x x
dx x C

arctg x x arctg x x
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PropoziŃia 2: Fie funcŃiile , , : →ℝf g h I  cu I  interval,  ( ) ( )0,≠ ∀ ∈g x x I , f  şi h  

continue pe I, iar g  derivabilă cu derivată continuă pe I. Dacă 
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 

f h
F

g g
 unde 

F  este o primitivă a funcŃiei ⋅f h , atunci
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+ =  
 
∫

f x
h x dx

g x
 ( ) ( ) ( )2

.+ ∫F x h x dx
g x

 

SoluŃie: 
Folosind formula de integrare prin părŃi putem scrie: 
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∫ ∫ ∫ ∫

f x f x h x f x h x
h x dx h x dx dx dx

g x g x g x

f x h x
h x dx dx F x dx

g x g x

f x h x F x F x
h x dx dx f x h x dx h x dx

g x g x g x g x

 

Dacă vom considera funcŃiile ( ) ( ) 2 1, , : 0, , , impar,−∞ → =ℝ
nf g h f x x n  

( ) ( ) ( )
2 11

2 2
0

1
1 ,

2 1

+−

−
=

= − − =
+∑

kn
k

n
k

x
g x arctg x h x

k x
, observând că: 
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unde ( ) ( ) ( )
2 1

,
2

+= ∈ ⋅ =∫ ∫
x

F x f x h x dx x dx  obŃinem: 
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ceea ce constituie o generalizare a exerciŃiului propus în Gazeta Matematică. 
Vom arătă în continuare cum obŃinem şi alte exerciŃii asemănătoare cu cel prezentat la 
începutul notei.                                                                                                             

RelaŃia 
'2

2

1
2
 

=  
 

f
F

g g
 din enunŃul PropoziŃiei 1 se poate scrie şi sub forma: 

( )2'2 '
'

2 2

2

2

−
= − ⇔ =

Ff g F
g

g g F
              (1) 

Dacă alegem ln= −g p p  şi , ,∗= ∈ℝF ap a unde ( ): 0,p I → ∞  derivabilă pe I cu 

( ) ( )' 0,p x x I≠ ∀ ∈  , atunci relaŃia ( )1  devine: 
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( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2''
' ' ' '

' '

2
2 2 2 2 0 ,unde

2

, astfel încât 1 , .− −

− = − ⇔ − = − ⇔ − + = ⇔ − = − = ⇔

⇔ = ∀ ∈ ⇔ ∃ ∈ = + ∀ ∈ℝ
kx kx kx

a pp
p p ap ap p p kp k k

p p a

p x e e x I p x e x Iα α

Din 

concluzia propoziŃiei 1, obŃinem: 

( )
( ) ( )

2

ln 1 1 4 1
, ,dacă 0

ln 1 1 ln 1 1

1 1 1 1
, ln ,dacă 0, 0, ln , ,dacă 0, 0.

 + − + +
  = + + ∈ >
 + − − + − − 

      ∈ −∞ − < > ∈ − ∞ < <      
      

∫ ℝ

kx kx kx

kx kx kx kx

e e e
dx x C x şi

ke e e e

x k x k
k k

α α α α
α α α α

α α
α α

 

AplicaŃie: 
Să vedem acum , cum se folosesc propoziŃiile de mai sus pentru calculul următoarei 
integrale: 

2

3

5 3

5 5

1 , 0, 0.

 
 
 − > >
  −  

  

∫
b

dx x b
b b

x arctg
x x

                                       

SoluŃie: 

RelaŃia 
'2

2

1
2
 

=  
 

f
F

g g
 din enunŃul propoziŃiei 1 se scrie sub 

forma:
2

2 ' '2
2

= − ⇔ =
−

f
f g F g

F
                                                                             (2) 

RelaŃia (2) ne sugerează să considerăm funcŃia ( )
5 5

= −b b
g x arctg

x x
 

( ): 0,∞ →ℝg  şi nu ( ) 5

5 5

 = − 
 

b b
g x x arctg

x x
 deoarece în cea de-a doua situaŃie 'g  

ar conŃine funcŃia arctg. Dacă mai considerăm funcŃia 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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: 0, , , , ,
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−∞ → = ∈ = − +∫ℝ
b

f f x F x f x dx F x b x k
x

 atunci relaŃia (2) 

devine 
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⇔ = ⇔ = −
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b bb b

b bx x xx
b bx b x k xb x k
x x

b b
k

b x k x x b x

 

 
Folosind rezultatul propoziŃiei 1, obŃinem:  
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53 3 2 5

5 3
5 55 5

5 5
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 
  − − − = + +
   −−  

  

∫
b b x b

dx x C
b bb b arctgx arctg
x xx x

 

 
Probleme propuse: 

1. CalculaŃi: 
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a) 
( )
( )

2
ln 1 1

,
ln 1 1

 + − +
  ∈
 + − − 
∫ ℝ

x x

x x

e e
dx x

e e
  ;  b) 

( )
( ) ( )

2
ln 1 1

, ,0
ln 1 1

 − − −
  ∈ −∞
 − − + 
∫

x x

x x

e e
dx x

e e
 ; 

c)  
( )
( )

2
ln 1 1

, .
ln 1 1

 + − − +
  ∈
 + − − − 
∫ ℝ

x x x x

x x x x

e e xe e
dx x

e e xe e
 

2. CalculaŃi: 

a)
2

3

1 1
, 0.

 
− > − 

∫ dx x
x arctg x x

    b) 

2

3

5 32

1
, 0.

5 3

 
 

+ > 
 − + − 
 

∫
x

dx x
x xx

arctg x x
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