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ASUPRA UNEI PROBLEME DIN “GAZETA MATEMATIC A”

lon Bursuc
Motto: Deci au zis &tre El: Ce § facem, cassivarsim lucrarile lui
Dumnezeu? lisus@spunssi le-a zis: Aceasta este lucrarea

lui Dumnezeu, cé sredgi in Acela pe Care El L-a trimis
(loan,cap.6,v.28,29)

In Gazeta MatemaltitNr. 11 din anul 1999 a aput urmitoarea probleen

arctg x

2
S se calculezq':( - ] dx, x> 0.
X=X

(Gheorghe Marchitan)

Problema se remarprin tehnica matematicfolosita in rezolvarea ei, precum
si prin faptul & a fost propus si la alte concursuri interjudenesi olimpiade de
matematia.

Deai o probleni de matematic este foarte frumoédsdac nu se cunosgi alte
probleme foarte aseimitoare sau generalid ale ei, ea nu poate fi folo8itu succes
n munca de formare cu pricepgirdeprinderi ale elevilor la cldasau la compeile
scolare. Din acest motiv, in cele ce urmewaai da unele generalia ale problemei de
mai sussi Voi arita cum se pot constrii alte probleme aseinatoare.

Propozitia 1:Fie f,g:1 -~ R(l —interval)si g(x)#0,(0)x01 doua fundii cu f

, :
continui si g derivabil cu derivai continui pel, astfel Tncét% = 2(%] [F , unde

2
- - . f 2F
F este  primiti& a fungiei f . Atunci avem:j(1+ (X)J dx=x+

g(x)

Solutie
Folosind formula de integrare priéirg, putem scrie:

B N PO S L C U A C NI C O (O U O
o T o ocene o ] o v
" f(x) +2F(x)_ f(x) =x+2F(X)+
S R K R
Observatia 1: Folosind propozia 1 pentruf (x) = x, g(x) = arctg x—x, observand
y fz(x): NG __ (arctg x-x) (X +1 _ 1) y inem:
© 9*(x) (arctg x-x)° 2(arctgx—x)z( 2 ] Z(Q(X)JF( ) osinem:

2 2
I( arctg x ]dx=x+ X+l o
arctg x - x arctg x- x



Propozitia 2: Fie fungiile f,g,h:1 -~ R cul interval, g(x)#0,(0)xO1, f si h

, :
continue pd, iar g derivabik cu derivai continu pel. Daa fgh 2(3) F, unde

2
F este o primitid a fungiei f h, atuncij[1+ f(X)J h(x)dx = ﬁ':(x)ﬁh(x)dx

g(x)

Solutie:
Folosind formula de integrare pridng putem scrie:
2 2
j{1+ f(X)J h(x)dx=[h(x) dx+2j—( )dx+j—df (N0 -
9(x) 9(x) g*(x)

—Ih dx+2_|. Xz:)(x)dx+2.[{ )] (x)dx =
(x)h(

(N0 o[t x)ax= [ h(x) Kax+ 2200,
9(x) o) 9(x)
Daci vom considera furmle f o} h (0,) - ( ) =" n impar

_ _ nt K NG _ 1
g(x) =arctg x Z( 1) 2k+1,h(x)-x2 —, observandx

k=0

= [h(x dx+2j

undeF (x Dj x) dx jxdx, obtinem
2
X2n—l 1 X2 +1
j 1+ a1 -3 szn—z dx = 2n-1 -
arctg x — + -.=X arctg x— +..-X
2n-1 2n—-3 -1
1 .
-————+C,(0)n,impar,
(Zn_s)XZH—S ( ) p

ceea ce constituie o generalizare a exelai propus in Gazeta Matematic
Vom aiita in continuare cum oimemsi alte exerdii aseninatoare cu cel prezentat la
Tnceputul notei.

2
Relaia ;—zz(g] F din enunul Propoziiei 1 se poate scrig sub forma:

229 _(F)
g g 2F
Daci alegemg=Inp-p si F=ap,aldR”,undep:Il - (o,oo) derivabik pel cu

p'(x)#0,(0)x 01 , atunci relda (1) devine:




. Ry
P_ ,___a(p) 2-2p=-ap - = - - =
p= e p=-ap - ap —2p+2=0= p —-kp= kundek— -
p 2p a Din
- (p(x)e"‘x)'=(e‘kx)y,(D)xDI = (DaOR astfel incatp(x) = ¥ ae* (O)xO1 .

concluzia propoziei 1, olsinem:

2
In(1+ ae®) -1+ ae® o
j[ ( ) de=x+4 1+ae —+C,xOR,dadi a >0

In(1+aekx)—1—aekx k In(1+aekx)— 1- g€

xO —oo,lln[—i) ,daéd a<0,k>0,x0 —:Lln(——lj o | ,dagd a<0,k<0.
k a k a

Aplicatie:
Sa vedem acum , cum se folosesc propiteide mai sus pentru calculul uiitoarei

integrale:
2

b3
j 1- T dx,x>0b> 0.
EE/F(arct 2 —]
YW
Solutie:
2
Relaia ;— = 2[;] F din enunul propoziiei 1 se scrie sub

2

f2
=9 (2)

forma:f?=-2gF -

Relgia (2) ne sugeredizsi consideim fundia g(x) =

arctg i —i
Ix Ix

9:(0,0) -~ R sinu g(x)= \/_Earctg j deoarece n cea de-a doua sieug

ErR

ar conine funaia arctg Da# mai considemim fungia

2
F(0m) = B ()= % L F(0] 1 (axF(x ——§b3x3+k,atunci relgia (2)

b® b\ _ b _b2
5/ 16 57\/; [b] b® 5/y0 5[y 2

. 5 , 2 > () s - AkTx b?
dewne—2[—2b3x5 +k] 1+€)/F 1+§/?

b? 1 -

- = o k=2
5b35/% — 2Kx®  5YxE + BH2Tx® 2

Folosind rezultatul propogei 1, olsinem:
2

3 352 _ g5
(RS PR AT e
I3 — - arctg —— - ——

Probleme propuse:
1. Calculai:



|n(1+e><)—1+ex 2 . In(l—ex)—l—ex 2 ) |
a) J.[In(l+ex)—1—eXJ dx,xOR ; b) I{In(l—e*)—ﬂe*} dx,xD( oo,o) :

{exln(l+ex)—xeX - +1J2
C) I dx, xOR.
exln(1+ex)—xeX - -1

2. Calculai:
2
1 1Y 1 X
)|l =—-————|dx,x>0. b) ||=+ dx, x> 0.
)I(x3 arctgx—x] )-[ X ° X

arctg Xx——+-——-x
g 5 3
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