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Generaliziri ale unor probleme date la concursul Colegiului Mtional ,Mihai
Eminescu” ,Satu Mare

de lon Bursuc
Motto:Lucr&i nu pentru mancarea cea pieritoare, ci pentru ar@acce
amane spre via venica si pe care o va da vauriul Omului, @&ci

pe El L-a pecetluit Dumnezeualat
(loan,cap.6,v.27)
1. consideim puncteleM, N, P situate n planul triunghiuluABC astfel:
M Oint(<«ABC), NOInt(«<ACB), POInt(«BAC).
Dac MA+MC - MB = NA+ NB-NC =PB+PC - PA aritati c:
a) AaMNP ~aBCA; b) 4S,.c =Sy -
(clasa a IX-a / 2007, autor: prof. Alexandru Blaga)

Generalizare:
Consideim puncteleM, N, P situate Tn planul triunghiuluABC astfel:

M OlInt(«ABC), NOInt(«ACB), POInt(«BAC) .Daci exist k >0 astfel incat
MA+MC - MB=NA+kNB-kNC si NA+NB- NC = PB+kPC -kPA atunci avem:a)
AMNP ~aBCA; b)  (1+Kk)’ Sy =S

Solutie:

Relaia MA+MC - MB = NA+kNB-kNC se scrie:
m+k@-(m+km):m-m@ Wwﬁ-(mﬂm):w -

~ (1+k)BR —(1+k)CP = NM = (1+k)BC = NM (9)

unde RO(NM) cu 'I\D/'E =k. Fie M, O(PN), ":'AMl

1 1
i _(6N+k6|5)—(m+kﬁl5)=§ﬂ+5§a(1+k)ﬁ/ﬂ—
NA+ NB - NC = PB + kPC - kPA se scrie: o

(1+k)AM, =PN =
= (1+k)CA=PN (%
Din (1)si (2) rezulé concluzia

=k .Analog ,relaa

2. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC . Aratati ca:
Jo+c)’ —a +(c+a) -b* +/(a+b)’~c? <B(a+b+c).
(clasa a IX-a / 2007, autori: prof. Ovidiu Pogp Zdravco Starc)

Generalizarea 1:
Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiuluiABC si a, 83, 0 > 0. Aratati ca:

af\/(b+c)2 -a’ +,6’\/(c+a)2 -b? +5\/(a+b)2—c2 <\Ja’+pB*+d*(a+b+c)
Solutie:
Se aplié@ inegalitatea lui Cauchy-Schwarz astfel:




a'\/(b+c)2 -a’ +,8\/(c+a)2—b2 +5\/(a+b)2—c2 <
s\/(a2 +,6’2+52)[(b+c)2 —a2+(c+a)2—b2+(a+b)2—cﬂ =
=\Ja’+ B+ 5% (a+b+c).

Generalizarea 2:
Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiuluiABC si a, B, > 0. Dac f :(0,00) - (0,00) si

f “este o fungie concay ,aritati ca:

af ((b+c)2 —a2)+ﬁf ((c+a)2—b2)+yf ((a+b)2—c2)s

Nraryys a@m[_(“b*c)zj

3

af ((b.+c)2 —a2)+,8f ((c+a)2—b2)+yf ((a+b)2—c2)s

Jat+ B2+ )P q/f 2((b+c)2—a2)+ i 2((c+a)2—b2)+f 2((a+b)2—c2) <
maJsf{(bw)z—az+(c+a§—b2+(a+b)2—c2 ]

ma@m{_(“b*cf].

3

Cazuri particulare
1Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC . Ariatati ca:

a\/(b+c)2 -a’ +b\/(c+a)2 -b? +c\/(a+ b)*-c? s\/m(a+b+c)
2 Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC . Aratati ca:

a\/(b+c)2 -a’ +b\/(c+a)2 -b? +c\/(a+ b)*-c? s\/m(a+b+c)
3Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiului ABC . Aratati ca:

Ja 1/(b+c)2 -a’ +\/551/(c+a)2—b2 +\/EEl/(a+b)2—c2 <(a+b+c)Ja+b+c

4.Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiuluiABC si a, B, y> 0. Aratati ca

Jab+c-a+Bcra-b+yJatb-c< [(a+p+y){a+b+c)

5Fie a, b, ¢ lungimile laturilor triunghiuluiABC si a, B, y> 0. Aratati ca:

(a+b+c)2
3

an/(b+c)2 -a’ +,8\”/(c+a)2 -b? +y{‘/(a+b)2—c2 s\/3(a2+,6’2+y2)

3.Fiea, b, z,2,0C pentru care avenjaz, + bz, <‘5b+ zl?z‘.
Aratati ca |z|<|o| = |z,|<[d].

(clasa a X-a / 2007, autor: prof. Mirceadtcas)
Generalizare

Fiea, b, z,z,,a,8,0 ,w0C pentru care avenwd =a g, |a|=|8|=|d=|d si
|loaz, + Bbz,| <‘55b+a)21?2‘ Avritati ca |z]<|b| = |z,|<]a].
Solutie:



Putem scrie succesiv:

|55b + a)zlz_z|2 ~|aaz, + bz = (Jab + a)zl?z) (E'aB +twzz 2) -

ab, 7+ 272, -

~laf’|a"|2|" - aapbz z, - pbaazz,-|A|of|z]" =

o laf’[6" +]a 2|z "~

~[af* & ~|]"I6"|22|*=|a| *(Jal |2 ) (Ibl |2 ] >© de unde rezuttconcluzia.

Cazuri particulare
1.Fie a, b, z,z,0C pentru care avem: |az +ibz,)| <‘i [ab + zlz_z‘ Aritati ci

|zl <[l < |z.|<[4].
2.Fiea, b, z,z, a0C pentru care avena|=1si |aaz +bz,| <|5b+azlz_2| Aratati ca
[ANCESANCE
3.Fiea, b, z,z,a0C pentru care avenja|=1si |az +abz,| <|a5b+ zlz_2| Aritati ca
LANCESANCE
4 Determina valoarea minira a sumei D , undea, b(0, «).
a+2b b+2a

(clasa a IX-a / 2006, autor: prof. Alexandru Blaga)
Generalizare:
Fie a, ﬁD(O, oo) cua<p si nON . Determina valoarea miniri a expresiei.
a+b ( a" N b"
a"+b"\ ga+pb ab+pa
Solutie: Vom demonstrazdac x, X,, Y, y,> 0 atunci

] canda, bJ(0, «).

XXXt X (yz—yl)[ﬁ—ﬁjzojntrade\ﬁr

yl y2 y1+y2 1 2
X X o Kt Xy (ﬁ_ X1+ij+[iz_ x1+x2]20 _
i Y. Yity, Yi YitY, Yo, YitY,

- lez_Y1X2+ X2Y1_X3y220© Y, = V.X [i—iJZOc» VAY, [ﬁ—ﬁJZO.
Vi(Yi+Ys)  YVa(YitYs) (%3, =y2x) LYy (v2=%) Yo Vs

A , _ a+b a" b" 2
In continuare demonsim ¢ ———— + > -
a'+b"\ga+pb ab+pa) a+p

a" b" 2 E(:l”+bn
+ >
agatfb ab+pfa a+f a+tb

a" p"
(ab+/3‘a—aa—,8b)[aa+ﬁb _ab+ﬁa]20

=

=

_ _ aanb+ ﬁanﬂ _a,abn _ﬁbm-l _
= (b-a)(a-4) (aa+ po)(ab+ Ba) 20

= (a=b)(B-a) [afab(a”‘1 - b"‘l) + ,B(a”+l - b”*l)] >0 (inegalitate adeirati).




. . a+b a" b" _ 2 5
Prin urmaremin ——— + = ,dag a<p.
ab>0 g'+b" ga+pb ab+pfa

Egalitatea se alme pentruag = 3 saua=b.
Observétie: Din demonstrga dat se obser¥ca pentrua > S avem

a+b a" b" 2
max + =
abo g"+b"\ ga+pb ab+pa) a+p
Cazuri particularesi probleme aserndtoare.
1.Fie a, B0(0, ») cu a < B. Aritati ca
a+b a’ N b? .2
a’+b*\ca+pb ab+pa) a+p
2.Fie a, B0(0, ») cua = B. Aratati ca
a+b a’ b? 2
+ <
a’+b’\ga+pBb ab+pa) a+p
3. Fiea, f0(0,») cua<p . Aritai ca
a+b a b® 2
+ >
a+b*laga+pb ab+pa) a+p
4.Fie a, BO(0, w) cua =B . Aritati ca
a+b a® b® 2
+ <
a®+b’lga+pb ab+pa) a+p
5.Fie a, B0(0,o) cua<p , f:(0,) - (0.) sifunctia cresatoare

,(O0)a, bO(0, »).

,(0)a, bO(0, »).

(0)a, bd(0, »).

(O)a, bO(0, ).

g:(0,0) -~ (0) ,9(X) :@.Arétaﬂ ca pentru oricea,b >0 avem:
atb [ f(a) . 1b) ), 2 ). h6(0,w).
f(a)+f(b)l aa+Bb ab+pa) a+p
6. Fie a, f0(0,») cuazp , f:(0,0) - (0,0) si functia cresatoare

(%)

0:(0) - (057) () =

a+h [ f(a) . f(b) J< 2 (O)a bO(0, ).

f(a)+f(b)|aa+pBb ab+pBa) a+p

5. Determinai toate fundile strict cresétoare f : R — R care verifié relgia f (f (x)) =X,
(O)xOR.

Arétati ca pentru oricea,b >0 avem:

(clasa a IX-a / 2006)
Generalizare:
Fie fungia g:R — R strict cresgtoaresi bijectiva. Determing functiile strict cresétoare

f:R - Rstindca fog=gof si (fofogog)(x)=x, (O)xOR.
Solutie: Vom atitaci f =g~

Presupunemacexisti x, 1R astfel incatf (x,) % g™(x,)

Cazul I: f(x))<g™(%)

Se obserw¥ci din relaia f og=go f obtinem fog™t=g™of

Din faptul & f este strict creatoaresi f (x,)<g™(x,)= f(f(x,))<



<f(g7(%))=g7(f (%)= F(f (%)) <g™(f(x,)) (1)
Dinrelgia (f o fogog)(x)=x, (O)xOR = fof=grog™ 2
Din (1)si (2) =g~ ( l(xo)) ( ):g *(x,) < f (x,) ceea ce contrazice ipoteza.
Cazul lI: (%) >g7(x,)

Din f cresatoare= f (f(x,))> f (g‘l(xo)): g'l(g‘l(xo)) >g7(f (%)== g7 (%)> (%)

(contradigie) .Prin urmare pentru oricedR avem f (x)=g™(x)= f =g

Observatie: Pentrug =1, obtinem problema datla concurs.
Cazuri particulare si probleme aseniinatoare.
1.Determinai functiile strict cresgtoare f : R — R stiind ci f (x3) =f3(x)si (fo f)(xg) =X,
(O)xOR.
2. Determinai functiile strict cresétoare f : R — R stiind ca f (x5) =f5(x)si (fo f)(x25) =X,
(O)xOR.
3. Determinai functiile strict creséatoare f :R - R stiind ca f(§/§) :m si (f ° f)(‘%&) =X,
(O)xOR.
4. Determina functiile strict cresétoare f :R - R stiind ca f (E’/?) =m si

(o 1)(xx)=x, (0)xOR.
6. Fie AOM, (R), nON, n22 astfel incatl?®+ A%+ A®®=0, si B= A2+ A+, . Arata
ci: a) (AB) = AB¥, (0)kON'; b) (AB)** =0, .

(clasa a Xl-a / 2006, autor: prof. Traian dmaian)
Generalizare:

Fie AOM, (R), nON, n>2 siexisti r, pON astfel incatA® + A** +...+ A*" =Q, .Daaci
B=A +A™+..+A+I_, atunci avem:
a) (AB) = A‘B*, (0)kON'; b) (AB)” =0,

Solutie: Se obser¥ca matricile A si B comut.
Relaia de la a) se demonstragxzin indugie matematig. Pentru relga de la b) se obsetwa

A®[(B=0,=(AB)" = A’B” =(A"B)B" =0,.
Cazuri particulare si probleme aseninatoare.
1.Fie AOM, (R), nON, n22 siexisti pON astfel incat AP+ A"+ AP2+ AP*=Q, .Daci
B=A’+A’+ A+ _, atunci avem:

a)(AB) = AB*, (0)kON'; b) (AB)" =0, .
2.Fie AOM,(R), nON, n>2 siexisa pON astfel incat

AP+ AP+ AP AP AP = Daci B=A'+ AP+ A*+ A+, atunci  avem: a)
(AB) = A“B*, (0)kON'; b) (AB)" =0,
3.Fie AOM,(R), nON, n>2 siexisa pON,a,8,y,wOR astfel incat

WAP + YA+ AP+ g AP =0, .Daci B=aA’+ BA*+yA+al , atunci  avem: a)
(AB) = A“B*, (0)kON'; b) (AB)" =0, .



4.Fie AOM, (R), nON, n>2 siexisa pON,a,B,y,w0R astfel incat
OA° + WA + yAP* 2+ BAP + AP =0, .Daci  B=aA'+ [SA + yA’+ wA+6l , atunci
avem: a)(AB)k = A‘B*, (O)kON";  b)(AB)" =0, .

(. Daci X, YON astfel incat3x+ 5y = 20, &1 se aratex 4< x+y<6.
(clasa a V-a / 2003, autor: prof. Ovidiu Pop)

Generalizare:
Fie numerele naturalg, y, a, b, c cu O<a<b<c astfel Incatax+by =c. Daci consideim

numerele naturale si q cu p|a, gb, p=q atunci [C—lﬂs px+qyg[%ﬂ

Solutie:
Fie a, b ON astfel incata= pa,, b=qb, .Din
pzg=agsap<b=c=ax+by=a(px+aqy)+(b-ag)y 2a,(px+ay)=

:>p><+qu§=Cj::> pxm%{%ﬂ (2)

Analog din p=q=hp=bg=b>a=c=ax+by=h(px+qy)+(a-bp)x<

Sbl(p“qy)jpx’fqy?é:%q: px+QY2[C—ﬂ @)

Din (1)si (2) :{ﬂ}s px+qys{%}
b aj

Cazuri particulare
1. Fie numerele naturalg, y astfel incat 2x+5y=100C. Atunci 200<x+y< 500

2. Fie numerele naturalg, y astfel incat 2x+3y=100(. Atunci 333<x+y< 500
3. Fie numerele naturalg, y, a,b,c cu0O<a<b<c, astfel incdt ax+by=c. Atunci

Slexsys|©
b|™ “lal
4. Fie numerele naturalg, y, a,b,c,pg cuO< pa<gb<c, p=q astfel Incat pax+qgby=c.

Atunci [E} Spx+qy< F} .
b a



