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C M B

Generaliziri ale unor probleme date la Olimpiada de Matematica

lon Bursuc
Motto: Tot ce-Mi di Tatil, va veni la Minegi pe cel ce vine la Mine
nu-| voi scoate d@faPentru & M-am coboréat din cer, nu ca s
fac voia mea, ci voidW@ee M-a trimis pe MineSi aceasta
este voia Celui ce Mimts, ca din ta pe care Mi i-a dat Mie
asnu pierd nici unul, cigi Tnviez pe ei in ziua cea de apoi.
(loan,cap.6,v.37,38,39)

1.Fiesirul cu termenul generat, = nm:os(m/n2 +n+ ]) (O)n=:.
a) Si se aratesirul (xn) este narginit.

b) Estesirul (xn)

nx1

s convergent?

(O.L,Constara,2000,Constantin Caragea)

Generalizare:

Fiesirul cu termenul generaj, = n Eos(ndnk +ant+an’+ +a_n+a ) (O)n= -, unde
kON, k=23 :g a,>0,..a, > (

a) Si se aratexsirul (Xn)
b) Estesirul (x.)

= €Ste narginit.

convergent?

n=1

Solutie
a)Deoareceosa = (- 1™ sir{a—( A+ ).g] (0)aOR sinON ,dad notim

a, =4 +an*+..+a_ obinem:

k
a —(n+;j
n+l .
n(-1)"" sinmr . e T
ank‘1+ank‘2(n+2)+...+an(n+2) +(n+2)
(e 1)
nﬂ'w an - n+5
:(—1)"+lpmm@n,undelim y, = =lim — =0,iar
Ty, n-o

o at +ank‘2(n+lj +...+(n+1j
2 2



n-o k-1
a'nk‘l+afk‘2(n+1 + +(n+1j
2 2
k(k-1 k(k-1
= = lim—"— =77 = sirul X, este mirginit.
(=) K
k(k-1 k(k-1
o) ) |
b)Deoarecdim x,, = - si limx,,, = deducem &sirul X, este
convergent numai in cazul carg = @

Cazuri particulare

1.Fiesirul cu termenul generak, =n Etos(m/ n’+n+ 2) (O)n=:.

a) Si se arate&sirul (Xn)
b)Estesirul (xn )nzl convergent?

2.Fiesirul cu termenul generat, =n Eco{n?/ n® +gn2 +n+ 1} (O)n= 1.

a) Si se aratesirul (xn)nZl este narginit.
b)Estesirul (Xn)

> ESte narginit.

s CONnvergent?

3.Fiesirul cu termenul generak, = n@o{nﬁ/na +gn2 +—jn+ 1} (O)n= 1

a) Si se arate&sirul (Xn) este narginit.

b) Estesirul (xn)nZl convergent?

4.Fiesirul cu termenul genera], = nﬂtos(n{‘/n“ + 2%+ 3’+n+ ]) (O)nON.

a) Si se arate&sirul (Xn) este narginit.

b) Estesirul (xn)nZl convergent?

2 Fie f (0,00) — R ,monotor pentru cardim( f (2x) - f(x))=0.

a)Si se arate lxml(f (2" x)— f (x)) =0,(0)n=1.
b)Si se arate IXiTo(f (ax)- f(x)) = 0,(0)a=1.

Generalizare
Fie f:(0,0) ~ R ,monototisi a,b>0cua > bastfel incat: lim(f (ax) - f (bx))=0.

a)Si se arate Iim{f{[gjn X]"f(x)}o,(g)nDN_ X

X — 00

b) Si se aratex lim ( f (cx) - f (dx))=0,(0) ¢,d >0 cuc>d.



Solutie:

a) Fiea = % >1.Din definitia limitei deducem&:

Ixim(f(a%j— f(b%D = lim(f (ax)- f(x)) =0

X — 00

= lim ( f (a*x) - f (a**x)) =0,(0)kON k21

= im (f (a"x) - f (x)) =lim 3(f (a*x) - f (@**x)) =0
X=e =}
b)Fie S :% >1.Cum O[ak,ak”) :[l,oo) deducem zexisé kON astfel Tncat
k=0

a* < f<a*"* Fief cresatoare= f (akx)— f(x)< f(Bx)-f(x)< f (ak+l )— f(x),(0)x>0
cum lim(f (a*x) - £ () = lim(f (a**x) - £ (x)) = 0 = lim(f (8) - £ (x)) = 0.

Analog se procedeain cazul candf este descrestmare.

Din faptul & Ixinl(f (8x)- f(x)) =0 deducemz:

Ixifr.l(f(cx)— f (dx)) = IXi[rolo(f(,B[dx)— f(dx)) =0

Cazuri particulare:
1LFie f:(0,0) - R ,cresétoare pentru caréim(f (x)- f(3x)) = 0.Si se arate za)

X — 00

iim (7 (x) - f (3*x)) =0,(0)k DN

X

b)IXiErl(f (x) - f (ax)) =0,(0)adR,a=1.

2.Fie f:(0,) - R ,cresatoare pentru cardim(f (3x) - f (2x)) = 0.5 se arate i« a)

X — 00

Iim(f (32"nxj_ f (x)J =0,(0)n0ON";b) lim(f (ax) - (x)) = 0,(0)a>0.

X — 00 X — 00

3.Fie f:(0,0) - R ,descresttoare pentru carim(f (4x)— f(3x))=0.Sise aratexc:a)

Iximo(f(inx]—f(x)]:o,(D)nDN*. N
b) Ixim(f (ax)- f (bx)) = 0,(0)a,b > 0.

4.Fie f :(0,0) » R ,cres@toare pentru carm(f (3x)- f(x)) =0.Si se arate i a)

X — 00

lim (£ (3"x) =  (x)) =0,(0)nON".
b) lefr.l(f(ax)— f (bx)) = 0,(0)a,b>0.
o)lim (a, f (byx) +a,f (bx) +...+a,f (bx) - (a,+a,*..+a,) f (x)) =0,
(0)a,a,,...a,OR si b,b,...b, >0

3.4 se calculezdim Xz(\/X+1- 2% +Vx—1).

X — 00

(O.L.,Suceava,2000)
Generalizare:



Fie KON,k = 2si a,a>0.Sa se calculeze im x (\k/x+ a-2%/x +5/x- a).

X — 00
Solutie
Notam cu L limita din enun.Obserdm ci

Analog avem:lim e

TSk )

T 1 X—a
. x+a_1
=i 3 W) *fx-al ™ ka-) SR a2 -
X—a
i (e e ),
a(k- 1)( 2(k-1)~ (k- 2)):a(k_1)|]k:a(k—])

Din relaiile (1),(2) si (3) oktinem:

2 —
L =lim x* k2 D(\/_ 25 21) -2 (:2 1)Iim X7 2/x =
0,daa a—2+K< 0

a*(k-1)
k2

,dac cr:2—1
k

-0, dac@ a > 2—%

(1)

(2)

@)



Probleme propuse

1.Fie a > 0.5 se calculezelim X\/;(\/ X+a- 2\/; ++/X— a).

X — 00

2.Fie a > 0.Sa se calculezelim x%/?(3\/x+ a-28/x+3/x- a).
X — 00
3.Fie a > 0.5 se calculeze lim x%/?(‘{/x+ a-24x+4x- a).

X — 00
. . AX+a-2Ux++/x—a
4.Fie a=0,b> 0.54 se calculezetim Jx

o fx+b—2x +/x-b
5.Fie a,b > 0. se calculeze:
a)lim Yx+a-2R&/x+3x-a b) lim {x+a-24/x+4x-a

o 3fx+b-2R/x+¥x-b = = 4x+b-24/x+{/x-b

6.Fie @,a > 0.Si se calculezelim x (in(x+a)-2Inx+In(x - a)).

7.Fie a,b > 0.Sa se calculezelim In(x i a)— 2In x+ In(x i a)
X0 In(x+ b)— 2Inx+ In(x— b)

8.Fie a,a>0.Si se calculeze lim x”[ x+l+a—2\/§+1/x—l—a}
X X X

‘/x+1+a—2\/§+1/x— -a
9.Fie a,b > 0.5 se calculezelim X .
‘/x+1+b—2\/§+‘/x— -b

X

10Fiea>0si f:(0,0) - R astfel incatim f(x) = L 0[0,). Si se calculeze :

lim x\/;(wlx+a+ fixi—2&+1/x—a— f(x))

X - 00

X |

X | =

11Fiea>0, kON,k>0,s f:(0,0) - R astfel incadim f (x) =L [0,00).

Si se calculezelim x§/ x*™ (1k/x+a+ f(x)-2¢/x +&/x-—a- f(x))

X — 00

4.sise caIcuIezelim{(Z + @)n},unde{x} reprezind partea zecimala luiXx.

n-oo
(O.L.,Vrancea,2000 )
Generalizare

Fie a,b,c,d ON" ,asfel incata® =1+b, ¢®*=1+d si o, B0N.Si se calculeze
Lim{a(a+ \/B)n +,3(c+JE)"}.

Solutie

Fie a,,b,,c,,d, ON astfel Tncét(a+x/5)n =an+bn\/5 si (c+x/a)n =¢c,+d,d.
Se araztcé:(a—\/B)n =a, —bn\/Bsi (c—JE)“ =c, —dn\/a.

a(a+\/5)n +,6’(c+\/5)n = 2aa, —a(a—\/B)n +2/c, —,8(c—x/a)n =

= 20a, + 2%, ~1+1-ala—b) - plc-d)



Pentrun suficient de mare aver{'a(ah/B)n +,8(c+JE)b} =
=1-a(a-B) ~p[e-a) = Imfa(a+o) +o(e+3) )

Cazuri particulare

154 se calculezelim {5+\/_4 }[{(3+\/_ }
2.5 se calculeze t|n30{24+\/_5 "‘3(3""/_) }

3.S4 se calculeze hm{32+\/_ +2 6+\/_5) }

n- oo

4.5 se calculeze tim{3(3+\/§ + 2 2+ \fS) }

now

O.se consideisirul (a ( n)n _, definit prin relaia: a, —ﬁ+i+ A+ 1 )Sé se calculeze :

205 n(n+3
lim 3”(an —ij .
n- oo 18

Generalizare1l

(0©.J.,Bistrita-Nasaud,1997,Petre Anghel )

1 1 1

1h+k) 22+ k) k) oS

Se considersirul (a, ), , definit prin relaia : a, =

o 1 & 1Y
calculeze limk" a, +=-> — | .
N- o k r=1 kl]

Solutie:
&1 1901 1)1y 1)
a’"_;r(r+k)_k;[r r+kj_k 1;(r+s r+s+1j_
k-1 n

1 1 1 ).
EZZ(E r+s+J‘

s=0 r=1

A -

A\ s+1 n+s+1

o

- r=1 n+r

I
=]
N
1M~

-
N~
2|~
N
I
(¢
=

Generalizare 2
Fiesirul (a,) , de numere strict pozitivg sirul (b, ),., cub, =a(a, -a,.), unde

a>0si kON,k =1.Considetm sirul (x,) =b, +b, +...+b,.Si se calculeze :

1’n

Yn
(xn+a aZa,j stiind ca lima, =0 si lim ynZa,+n:L>O.

n-o cy¥n = =

Solutie:



n n k
Obserdmci: x,=> b =Y a(a -a.,)=a) (a -a.,), (suni telescopia de pask) de unde
r=1 r=1 r=1
1 k Yn Kk Yn
deducemﬂ:lima—y(xn +a—aZaTj =li (1‘2,37”1] =
n-e g r=1 n=e
1 -nli[nmyngaﬂn

Kk TX
lim (1—ZaT+nj ;afﬂ\ =gt
n-e r=1

Cazuri particulare

1.Se considersirul (a,) , definit prin a, =1+l vl sise calculeze:
" 15 206 n(n+4)
lim 4”(an —Ej .
N 48
2.Se considersirul (a,)  ,definit prin a, SHL I I S
"t 16 207 n(n +5)
S se calculeze:lim 5"| a, -7 .
n-e 300
+
3.Se considersirul (a,) . definitprin  a, = 10+ 14 +..+ an+6 S se

"7 24 120 n(n+1)(n+2)(n+3)’

: 1Y’
caIcuIezellm[an +§j .

n— o

0.Fie ABOM,(R),A%B.Daa A’ =B®si A’B=B?A,demonstra ca matriceaA’ + B’nu

este inversahil
(0.J.,Gorj,1997)
Generalizare1l

Fie n,kON',n>2si ABOM,(R),A#B.Daai A" =B si A“B=B"A, demonstrd ca
matriceaA* + B¥ nu este inversalil

Solutie:

Daci presupunemic A* + B* este inversahilsi notim C = A* + B* ,atunci
avem:A-B=C(A* + B*[A-B)=C(A“' - A“B+B*A-B"')=0, = A=B ceeace
contrazice ipoteza .Prin urmar€, nu este inversalil

Generalizare 2

Fie n,kON",n>2,A0R si ABOM,(R),A#AB.Dac A“" = AB*"* i
AA*B = BA demonstra ci matriceaA* + B¥ nu este inversatil
Solutie:

Daci matriceaC = A + B ar fi inversabi ,atunci matricea
A-AB=C™(A“+B")(A-AB)=C™* (A" - AA'B+B‘A-1B")=0, >

A= B ceea ce contrazice ipoteza.Prin urmaf¥ + B*nu este inversatil

Cazuri particulare



1Fie ABOM,(R),A#B.Daci A" =B"si A’B=B%A,demonstraci matricea A®+B® nu
este inversakil
2.Daci ABOM, (R),A0ORsi A’=AB° A%z AB,B’A=AA’B demonstraci A’ +B? nu este
inversabi.
3.Daci ABOM,(R),AB=BA A’ +B?=AB,A+B#0, A’B+B°A=0, ,

demontrd ca AB nu este inversaliil
7 .Fie (x, )., unsir astfel incatx, 0(0,2 si x,., <2 - x,,(0)nON".Sa se aratezsirul (x, )
este constant.

n=1

(0.J.,Giurgiu,1997Serban Olteanu )
Generalizare
Fie >0 si (x,),., unsir astfel incatx, 0(01+ A] si x,,, <x¢ = Ax,,(0)n0ON" .S se arate
sirul (xr1 )nZl este constant.
Solutie:
Deoarece relia X,,, < X2 — X, se scried < x,,; < X, (xn —/l) deducem&

n+l —
x,-1>0,(0)n=21=x, >A,([O)n=1.
Avem: x.., =X, <X, (x, ~1-1) < 0= x,,, < x, (0)nON =casirul (x,) , este descreswor si cum
este mirginit este convergent.
Fie: L=limx, O[A1+A] = L< 2~ AL = L(L-1-4)20= L =1+ sicum

n- oo

n=1

L<1+A=L=1+ A= X, 2 inf{x [nON'} =1+ A2 x, (0)nON

= x, =1+A,(0)nON’
Cazuri particulare
1.Fie (x,),,, unsir astfel incatx, 0(0,3, (O)nON" si x,,,<x’-2x,, (O)nON". Si se aratex

sirul (x,)n=1 este constant.

2.Fie (x,)n=1 unsir astfel incatx, 0(0,5] x,,, <x.> - 4, (J)nON". Si se arate&sirul (x,)
este constant.

n=1

3.Fiesirul (x,) , astfel incatx, 0(-3,4] x,., <x”-12(0)n0ON". Si se aratexsirul (x, ), ,, este

nx1’

constant.

In(1+a*
8.851 se calculezelim ( )

Xamm;a>0,b>0

Q.L., Bistrita-Nasaud, 2000
Generalizare

In(1+a*+a +..+a”
Fie a,a,,...., b, b,,...b, > 0 S se calculezdim ( 4 7 % ):L
o In(1+b* +b,* +..+0)

Solutie:

Fie A={q li =ﬁ} ,B={h [ =1Tw} m, =min{a,,a,,...a,} .M, =max{a, a,,...a,} .Analog definim
m, si M, .

Cazul | a,a,,...8,0(0,3 ,b,b,,...0,0(0,3 =



I_:"mIn(1+xa1X+xa2X+...+xanX)Dblx+bzx+__+bnx E131{+az:+,,,+an:
e af+a) +ota, In(1+b* +..+b) B +b+..+b,
0,da@ M, <M,

= g,da@ M, =M,, undep=card{i  =M,}si q=card {i|b =M,}

+oo,dac M, >M,
Cazul Il M, =1si M, <l= L=+
Cazul lll M,=M, =1=> L_In_p
Ing
Cazul IV M ,<1M, 21=L=0
CazulV M_,=1M,>1=L=0
CazulVI M_,>1M,<1l= L=

In(M )[
Cazul VII M, >1M, >1= L= lim =

" in(u ){

- % = 2, undeV ={1,2,..n} ={i B =M} si

Cazuri particulare

X — 00

1.Fie a,b>0. Calcula lim E

0. Determinai toate fundile f:R - R continue in origine, care verificelaia:

f(x+y)="f(x)+f(y)+xy(x+y), pentru oricex,y JR

(O.L. Dolj,2000)
Generalizare

Fie alR’. Determina toate fundgile f :IR — R, continue Tn origine, care verificelaia:
f(x+y)=f(x)+f(y)+ay(x+y),xyOR
Solutie



Relaia din enunse scrie astfeﬁf X+y)= g (x)+=1(y)+3xy(x+y)
3 3 3
(O)x yOR = 5f(x+y)—(x+y) = (x)—x3+af(y)—y3 (O)x,yOR

= 9(x+¥)=9(x)+9(y).(D)x yOR, undeg(x)=> f (x)-

Cum f este continéiin origine= g este continéiin origine= g este continipe R deoarece se
stie ¢ o fundie ce satisface rejfa fungionak a lui Cauchy este contiipe R = este contindi

ntr-un punct.
= (D a OR astfel incatg(x) =ax= f (x) =%(x3 +ax)

Probleme propuse
1.Determinai toate fundgile f:R - R, continue n origine, care verific relaia:

f(x+y)=f(x)+f(y)+2xy(2¢+ 2+ 3y), (0)xyOR.

2. Determinai toate fundgile f :R - R, continue Tn origine, ce verific relaia:
f(x+y)=f(x)+f(y)+axy(2x+2y*+3xy), (O)x yOR.

3. Determinai toate fundile f:R - R, continue Tn origine, care verific relaia:

f(x+y)="f(x)+f(y)+axy(x+y)+b, (O)x,yOR,unde aOR’si bOR.

10. Fie k=2 numir naturalsi functia contina f :[O,oo) - R cu proprietateaic
f(x)=f (xk),(D)xD[O,oo). Si se aratexfungia f este constait

(O.L., Giurgiu, 2000)
Generalizare
Fie k>1k OR,a> 1si functia contind f :[0,0) - R cu proprietateaic f (x) = af (xk). Sise

determine funga f .
Solutie:
Pentrux fnlocuit cu x* obtinem: f(xk"):af (x""ﬂ) (0)x=z0

:>a”f(xk”):a”+lf( +)(D)x>0§| nON :>af(x 0f(xko :

=a
R 1 1 1
Inlocuind Tn aceastrelaie pe X cu x<" ohktinem: f x =—f(xk } DnDN sl x=0

an
1) (0, daga>1
= f(x)=lim | |=) 0 (20270
Xow g f(1),daca=1si x20

Pentru a=1= f (1) = f(zj— lim f (21 j: f(0)= f(x)=f (1) = f este funde constarit

n- oo

Cazuri particulare
1.Determinai functiile continue f :[O,oo) - R cu proprietateaic

f(x)= f(X)+x=x,(0)x=0,kON k= 2.
2. Determinai fundiile continue f :[0,0) ~ R cu proprietateazcexisé  a>1 astfel incat
f(x)=af (x)+x-ax,(0)x=0.



3. Determinai functiile continue f :[O,oo) - R cu proprietateaic
f(x)=f (x2)+$(1i)xz),(ﬂx2 0) .
4. Determina functiile continue f :[O,oo) - R cu proprietateaiac
f(x)=f (x3)+%,(ﬂ)xzo .
11. Fie ABOM, (C) astfel incatA+B=1, si A’=A’. Sise aratex: |, + AB este inversakil

si si se determine inversa sa.

(O.L., Gorj, 2000)
Generalizare
Fie ABOM,(C) si kKON, a,B0R" astfel incata A" = A si gA+pSB=1,. Si se arate®

k
—,unden este par

I, +APBP,unde p= i+1 ,este inversakhilsi si se determine inversa.
——,unden este impal

Solutie:

Din relaia aA+BB=1 = aA +BBA=A si aA’+BAB=A = AB=BA

Tot din relaia aA+ B =1_ rezulti ci: a A" + BAB= A" i

a A+ BBA = A= A'B=BA =0, =(I,+AB")(1, - A°B") =1 - A®®B* =1, deoarece
2p=k si A“B=0. Analog (In - A”BF’)(In + Apo) =1, =1, +A’BP este inversakilsi inversa ei
estel, — A’B".

Cazuri particulare

1.Fie ABOM, (C) astfel incatA® = A’si A+B=1,. Si se aratexmatricele |+ A’B si

I, + A’B? sunt inversabilgi si se detrmine inversele.
2.Fie ABOM, (C), a,B0R" astfel incata A’ = A’ si aA+pBB=1,.
Sise aratex |, + AB este inversalilsi sa se determine inversa.
12. Fie f:[0,0) ~ [0%) o funaie contindi cu proprietateazc f (x+ f (x)) =x, (0)x>0. i se
arate @ f este monotan
(0.J., lasi, 2000)

Generalizare

Fie f,g:[0,e0) - [0w) doui fungii continue cug injectivi si g(0)=0. Daci exis& a >0 astfel
incat f (x+af (x))=g(x),(0)x=0, si se aratex f este monotan

Solutie:

Pentrux=0= f (af(0))=g(0)= f(ax,)=9(0= 0, undex, = f (0). Pentru x inlocuit cuax,
obtinem: f (ax, +af (ax,))=g(ax,)= f(ax,)=g(ax,)= g(ax o) =9(0)= ax,=0=

= %, =0= f(0) = 0. Pentrux>0 consider funga h,:[0,x] - R h,(t)=t+af(t)-x

Observ & h (0)th, (x) =-xr f (x)< 0= (0 yO[0,] astfel mcathx(y) 0= y+af(y):x



Fie x,, X, 0[0,0] astfel incatf (x) = f (x,) = (0 y,0[0,x] si y,0[0,x,] astfel incat

yoraf(y)=xs y,+af(y,)=x= f(v,+af(y))=f(y,+af(y,)

=9(y)=9(y.)= V.= Yy,= %, =x,= f este injectii si cum este continlieste monotan

Cazuri particulare

1. Fie f:[0,0) ~ [0) o fungie continu cu proprietateaic f (x+ 2f (x)) =x*, (0)x>0. Sise
arate 8 f este monotah

2. Fie f:[0,0) - [0,) o fundie continui cu proprietateazc f (x+3f (x))=x*+3x
(0)x>0. Sise aratex f este monotan

3. Sise arateicnu exist fundii f :[0,0) - [0,0), continue astfel incatf (x+ f (x)) =1+X,
(O0)x=0.

13. Fiesirul de numere real¢x, ) 0 %0 2 0,(0)nON, astfel incatx,,,* <3x, -2, (0)nON. Sise

arate @sirul (x,)  este convergent si se calculeze limita.

(0.J., Mehedini, 2000)
Generalizare
Fiea>0si pON,p=2. Consideimsirul de numere realéx,) _ .%, =0,(0)n0ON astfel incat
xPa<a”px, —a®(p-1),(0)nON. Si se arate&sirul (x,) , este convergent si se calculeze
limita.
Solutie:
Folosind inegalitatea mediilor ghem:

(1) a”'px,z(p-Da®+x, = p\p/a” P [P K0, = parP X,

p-lori

=X, 2 X, ,(0)nON = cisirul (x,) _, este descresor si cum este rrginit inferior de0 este
convergent. Fie lim, =L. Trecem la lim# in inegalititile (1)
=a®*pLz(p-1)a® +L° = pa®L= ciare loc egalitate in inegalitatea mediilor

=a"=L"=L=a.
Cazuri particulare
1.Fiesirul de numere realgx,) _,x, 20,(0)nON, astfel incatx,,,* <4x, -3, (0)nON. Sise

arate @sirul (x,) , este convergent si se calculeze limita.

2.Fiesirul de numere realgx,) _,x, 20,(0)nON, astfel incatx,,,.° <5x, -4, (0)nON. Sise
arate @sirul (x,) , este convergent si se calculeze limita.

3Fiesirul de numere realx, ) ,x, 20,(0)n0N, astfel incatx,,’<12x, 16, (0)nON. Sise

arate @sirul (x,) . este convergent si se calculeze limita.

14. Fie ABOM, (R) astfel incat A+B = AB.
a) Atati ca: det( A2+ Bz) > 0.
b)Aratai ca: rang(A+B)=n dadi si numai dad max(rangA, rangB) =n.

(©.J., Neans, 2000, Gheorghe Ciascu)
Generalizare

Fie ABOM,(R) astfel incata A+ B =AB,a,0R .



a) Aratati ca det(A2 + Bz) > 0.

b) Aritati ca rang(aA+BB)=n < max(rangA, rangB)=n
Solutie:
a) Relaia aA+ [B= AB se scrie:

(B, -A)(al,-B)=apl,=(al,-B)(Bl,-A)=
=apl, = aA+ B =BA= AB=BA= det( A’ + B?) = de( A-iB)(A+iB) =
= det( A-iB) [de( A+iB) = defA+iB) DddtA+iB)=| dén+iB) =
b) rang(aA+pB)=n = det{dA+pB)% 0~ detAB# 0= defz Isi
detB# 0= rangA=n si rangB =n=> max(rangA rangB)=n
Reciproc : fierangA=n= detA# 0 si cum
B(A-Bl,)=aA=detB# 0= rangB=n
in cazul candrangB =ndin A(B-al,) =B deducem& rangA=n.
15.Fie a,bnumere reale,a<b si f:R - Rcontinui astfel incat :
Lb f(a+b- x+t)dx2.[ab f (x)dx,(0), tOR. Demonstré ci : f(a) = f(b).
(0.J.,Dolj ,1997, Cristian Moanta)

Generalizare
Fie a,a,bnumere realea<b si f:R - R continu astfel incat:

[ f(a+b-x+t)ax=

ata

b+a

f (x)dx,(0)tOR . Demonstra ca: f(a+a)=f(b+a).
Solutie
Cu substittia a+b—-x+t =u deducemz
b _ a+t _ b+t i .
J.a f (a+b—x+t)dx- —Lﬁ f (u)du —Lﬂ f (X)dx.ConS|deﬁm funaia
g:R - R, g(t) :J.:: f (x)dx.Inegalitatea din enurse scrie:g(t) = g(a), (0)tOR = a este
punct de minim pentru furie derivabif g .Din teorema lui Fermat deduceim g’(a) =0.
Cumg'(t)=f(b+t)-f(a+t)= f(a+a)=f(b+a).
Cazuri particulare

1.Fie a,bnumererealea<bsi f:R - R contind astfel incat:

Lbf(a+b—x+t)dx2.[:a+bf(x)dx,(D) tOR. Demonstraci f(2a)= f(a+h).

2.Fie a,bnumererealea<b si f:R - R continudi astfel Tncat:

Lbf(a+b—x+t)dx2j':fbf(x)dx,(D)tDR. Demonstra ci f(a+hb)= f(2b).

3. Fie a,bnumere realea<b si f:R - R continui astfel incat:
b_
0

Lbf(a+b—x+t)dxzj “f (x)dx,(0)tOR . Demonstra ci (0)= f(b-a).



16.Fie ¢ :[0,oo] - R o fungie continui cu proprietateaicexisé all (0,1) astfel incéat :
f(x)=["f(t)dt, (O)x=0 Aratai ca f(x)=0,(0)x0[0,00].
(0.J.,lasi ,1997,Bendea Gheorghe)

Generalizare
Fie f '[0 oo] - R o fundie continui cu proprietateaacexist a,b [ (0,1) si A, B >0 astfel incat:

Aj t)dt + Bj (t)t, (0)x = 0 Aratati ca f(x)=0,(0)x0[0,).
Solutie

Observ @ f(O)ZO.
Fiex>0si M = ma>{f |tD[O x]} Avem:

[£(t) < A f (u)du+BJ." f (u)dus ADM [at +BOM bt (D) O[0,x];

2
£t <A[j £ (u du+Bj HO A(AMa+BMb)(2) +B(AMa+BMb)(b2)

M (aA +bB)(a®A+bB)
2
) < M (aA+ bB)(a2A+:|ZB)D..[ﬁa"A+ an)t”,(D)tD[O,x]si @O

Daci notim @ =max(a b) si k = max(A, B), atunci

()< M tf2ak)f2ak) 0. 2°k) 1y s o
S )M Ej”t" (O 0[0,4. cum

t?, (D)t O [O, x] .Prin indutie matematig se arat ca:

- " 0)t0o[0.X]

Lingo%=0:>|f(x)|sLin:\°M%=0:> f(x)=0,(0)x=0.

Probleme propuse
1Fie f :[O,oo) - R o funaie contindi cu proprietateaacexist a,bD(O,l) , astfel incat :

< j:x| f (t)dt + j;| f (t)at, (O0)x = 0. Aratati ca f(x)=0,(0)x0[0,00].

2.Fie f:[0,0) -~ R o fungie contind cu proprietateascexist a [l (0,1) astfel incat :

< [7](t)ot, (O)x = 0.Aratati ca f(x)=0,(C0)x=0.

3.Fie f :[0,oo) -~ R o funaie contind cu proprietateaicexist a,b,c] (O,l) astfel incat

f(x)=]"f (t)dt+j§x f(t)dt+ [ f (t)dt,(0)x2 0. Arataii ca f(x)=0,(C)x=0.



4 Fie f :[0,oo) - R o funaie continui cu proprietateaacexist A, A,,...,A, >0 si
a,,a,,...,a, 0 (0,1) astfel incat:

ax aX
|W@FAL|WWm+%L
f(x)=0,(0)x=0.

F ()t +...+ A 7| (X)fdt,(0) x> 0.Arata ca

17.Fie f,g :[a,b] — R doua fundii continue pela,b]. Si se demonstrezai existi c(a,b)

astfel incat:g(c) LC f (x)dx + f(c) j: g(x)dx = 0.

(0.3.,Mehedini, 1997 )
Generalizare

Fie f,g,h :[a,b] -~ R.Daadi f,gsunt continue iah este derivabil,si se demonstrezé exist
cd (a, b) astfel Tncat:

h(c)g(c) . f(x)ax+h(c) f (c) [ a(x)ax=] f( dx[j x) dx[h' (c
Solutie
Considetm funaia F:[a,b] - R,F (t) :I; f (x)dxli.f;g(x)dxlih(t).Obserﬁm o]

F(a) = F(b) = 0.Cum F este derivabil pe [a,b] folosind teorema Iui Rolle deducer ¢
existi c[J(a,b) astfel incatF'(c) = 0.Deoarece

F't)=f (t)h(t)J; g(x)dx + g(t)h(t )J J. dx[j x)dx [h'(t) se deduce refia din

Cazuri particulare

1Fie fundgiile continue f,g:[a,b] -~ R.Si se demonstrezeéi exist c[J (a, b) astfel incat

cg(e)]| f (x)x+ of )] gl = [ (x)ax ] g(x)ax

2 Fie fundiile continue f,g:[a,b] - R .Sa se demonstrezeiexist cJ(a,b) astfel

incat: g(c)[| f (x)ax+  (e)] g(x)ax = [ f (x)ax ] g(x)ax

3.Fie fundiile continue f,g:[a,b] -~ R .Si se demonstrezei@xisé ¢ (a, b) astfel

incat: g(c) LC f (x)dx + f(c) LC g(x)dx = CJ: f (x)dlx Ef g(x)dx

4.Fie fundiile continue f,g,h :[a,b] - Rcu h derivabik.Si se demonstrezei exist ¢ (a, b)
astfel incat :

g(c)j:f(x)dx+f(c)j:g( x)dx = h'(c J deJ'

18.Fie :[0,]] - R o fundie contindi si injectiva cu proprietateaic f (1) =1. Demonstra ca

daci existi x, [1(01) astfel incatf (x,) > 2 atunci :ef(x)dx >2.
(0.J.,Mehedini, 1997 )



Generalizare
Fie a,bOR cu a<b si functiile continue f :[a,b] -~ R,g:R - R.Daci g este cresitoare, f

injectiva, f(b)=a siexisti X, D(a, b) astfel incat:
f(x0)> ,8 > @ ,atunci :

a) [ g(f (x))dx=bg(a)-ag(8)+x(9(B)-9(a))
b) [, a(f (x))ax<bg(f (x))-ag(1 (a)) +x(a(f () - a(7 (%)

Cazuri particulare

1.Fie f:[0,] -~ R o fungie contindi si injectivi cu proprietateaic f (1)=1,
+ 2(e+
f 1= 2, £(0)=3. Demonstra ca : M < ref(x)dxs m :
2 2 0 2
2.Fie f '[a b] -~ R o funaie continui si injectiva cu proprietateaic

(a+bj =y,a>[>y. Aratati ca :
b- ae/3+a beV<J'e b—aey+a+beﬁ'
2 2 2

3.Fie f :[0,]} - R o fungie contind si injectiva cu proprietateasc
In 6

f (0) =3 f(EJ =2 f (1) =1.Demonstré ca |n_2 < Illn f )dx <—
2 2 0 2
4.Fie f:[a,b] - R o fundie contindi si injectivi cu proprietateaic

f(a)=a,f (a;bj=ﬁ, f(b)=y,a>B>y>0.Aratati ca :

b-a
—In + 2
7 B

b-a

b
5 InysL In f (x)dx<

a+b
Inf3.
> B

5.Dati exemple de fund pentru care inegalitile din partea staragale exerdiilor (1) si (3) devin
egalititi. Aceeai cerind si pentru inegalitile din partea dreajpt

19.Fie f,g :[-a,a] -~ R(aOR,a> 0) doui fungii cu proprietiile:
1) f derivabik, g continui pe [— a, a] ;
2) f'si gsunt pare.
Si se aratei faf( x)dx =2f ( j g(x
(0.J., Nearn ,1997 )
Generalizare
Fie a>0,a 2 0 si funciile f,g:[-a+a,a+a] - R ce satisfac congile:
1) f derivabili, gcontinui pe[-a+a,a+al;
2)g(-x+a)=g(x+a), ( )XD[O al; 3)f'(—x+a): f'(x+a),(0)x0[0,a].
Sa se arate: J._a:a dx 2f I g



Solutie
Conside#m fungia: h:[0,a] — R ,h(t) :j

-t+a

t+a t+a

f(x)g(x)dx- 2f (a)J'a g(x)dx . Fungia heste
derivabih si

h(t)=f(t+a)g(t+a)+f(-t+a)g(-t+a)-2f(a)g(t+a)=
=f(t+a)g(t+a)+f(-t+a)g(t+a)-2f(a)g(t+a)=

=g(t+a)[ f(t+a)+f(-t+a)-2f(a)].

Fiep(t)=f(t+a)-f(-t+a)-2f(a).Avem

p'(t)=f'(t+a)-f'(-t+a)=0,0)t0[0,a]= p(t)=p(0 = 0(0)tO[ 0a] =
h'(t)=0,(0)tO[0.a] = h(t)=h( 0 = o(0)tO[ 0a] = h(a)= 0

20. Fie f,g:R — R astfel incatf Ofe'g(x)dx si gOfe f(x)dx. S se determinef si g stiind
ca f(0)=esi g(0)=0.

(O.L,Bucurssti , 2000, M. Andronachg

Generalizare
Fie f,g:R - R astfel incatf 0[h(x)g(x)dx si g0 [h(x) f (x)dx. S se determinef si g stiind
ca f(0)=a ,g(0)=b si h este contini

Solutie:
f Djh(x)g(x)dx = f este derivabilsi f'=hg Q)
g0 [h(X)f(x)dx ~ g este derivabilsi g’ = hf @)

Din (1)si (2) deducem& p'=hp si d =-hg,undep=f +g si q=f —g. Relgia p'=hp se
poate scrie( pe™" ) =0, undeH este o primitid a lui h= (D)k1 OR astfel incat

pe" =k, = p=e"k,. Analog relda g =-hq se scrie(qu ) =0 = (Ok,OR astfel incat
ge " =k, = gq=e"k,. Cum f(0)=a si g(0)=b= p(0)=a+b si

a+b
aO)=a-b= p=f+g=e' T3
_ _(a-b)e™™ _1((a+b)e"™ (a-b)e"
q=f-g= o = (=3 50 e sl

e e

) =%[(a+b)e'*(x) (a—b)eH(O)].

Cazuri particulare

1. Fie f,g:R - R astfel incatf Dszg(x)dx si gmszf(x)dx. Sise  determind si g stind
ca f(0)=esi g(0)=0.

2. Fie f,g:R - R astfel incatf O j e*g(x)dx si g0 j e*f(x)dx. Sise determind si g stiind
ca f(0)=¢€si g(0)=0.

3. Fie f,g:R - R astfel incatf Dj'ngr(—X)zdx si gDJ' f+(x)2 dx. Sise determine f si gstiind
X X

1
ca f(0)=esi g(0)=0.



21.Fie f:R - R continui pe R cu proprietateaic f (x) + f (-X) =x,(0)xOR. Calculai

ALY
j—f cog x -

(O.L., Vaslui, 200)
Generalizare:
Fie a,B,y,a,b0R ,a<b si functile f,g,h :[a,b] - R continue, astfel Tncat

af(x)+pf(a+b-x)=h(x),(0)x0[ab] si yg(x) =g(a+b-x),

(D)xD[ab].ay+B#0. Artati ca |. f (x) [B(x)ox = W‘iﬁj:h(x)g(x)dx.
Solutie:

. . b b o .
Folosim egalltateaj‘t1 u(x)dx :ja u(a+b-x)dx,(0)u:[a,b] - R, o fungie integrabil pe[a,b] .

Obtinem: | = [ f (x)g(x)dx =" f (a+b-x)g(a+b-xdx=y[" f(a+b-x)g(x)dx

. °
i+t (af()+Bf(@+rb-x)g()dx _ [ h(x)g(x)dx

| = 4 =
a+h a+? a+P
Yy Yy 4

Cazuri particulare:

1.Calculai [*, T gy, undef :{—5,
-2 Sin“x+1 4

sy

}_, R este o funge contind astfel ncét
T

f(xX)+ f(-x)=x(0)x0O ——,—|.

() +f(=x)=x(0) [ 2 4}

2. Calculai J‘_llxznﬂln (aeX + b)(beX + a) dx undenON si a,b>0.
(aeX + b)(beX + a)

(cezx +d)(dezx +c) dx undenlN si a,b,c,d > 0.

. 1
3. Calculai J'lxznﬂln

22. si se demonstrezé ou exist 0 fungie contind f :[O,J] - R strict cresétoare astfel incat
1 H 1 —X —
jo f(x)dx=0 si jo f(x)e*dx=0.

(O.L., Vaslui, 1997
Generalizare:

Fie g :[a,b] - R o fundie continui si descresitoare. $ se demonstrezeéi oiu exist o funagie
f:[a,b] -~ R continui i strict cresétoare astfel Tncéj: f(x)dx =0 si j: f (X)g(x)dx=0.

Solutie: Presupunemacexist fundii. Folosind teorema de medie deducetregist cD(a, b) astfel
incat f (c) =0 si cum f este strict crestoare= f(x) <0,(0)xO[a,c) si f(x)>0,(0)x0(c,b].
Daci xO[a,c| atunci f (X)g(x) < f(X)g(c) .iar da@ xO[c,b] atunci f (x)g(x) < f (X)g(c) =
Lb f(X)g(x)dx < g(c)j: f(x)dx = 0:>j: f (x)g(x)dx <ceea ce contrazice ipoteza.

Cazuri particulare:
1. S se arate&nu exist fundii continue f :[a,b] - R strict cresétoare astfel Tncéat

[ f(0ax=0si jbﬂdxzo.
0 al+e*



2. & se arateznu exist fungii continue f :[a,b] - R strict cresatoare astfel Tncat

1 . b
jo f(x)dx =0 si j f (X)e‘dx = 0.

23 FiealR",a fixat. Si se determine funide f:R - R, continue pentru care:

xjoa f (t)dt = ajo f )t (0)x0Q.

(O.L., Mehediri, 2003
Generalizare:
Fie adR’,a fixatsi g:R — R o fundie derivabik cu derivata contiriusi g(a) #0,9(0)= 0. Si se

determine fungile f:R - R, continue pentru careg(x)joa f(t)dt = g(a)joX f (t)dt,(D)xDQ.

Solutie:

Fie xOR si ()g) unsir de numere ngonale ce converge la

= Limg(xn)_[:f(t)dt =lim g(a)j:* f()dt = g(x)j: f(f)dt = g(a)j: f(t)ct, (0)xOR Prin derivare

obtinem: g’(x)J‘oa f(t)dt=g(a)f (x),
(O)xOR = f(x) =%j§ f (t)dt, (O)xOR = (D k OR astfel incatf (x) =kg'(x),(0)xOR . Se

obserd ca funaia gisitd satisface conda din enumn
Cazuri particulare:

1. Fie adR’, a fixat. Si se determine fumide f:R - R, continue pentru care:
x2j0 f(t)dt =a?j0 f (t)dt,(O)xOR..
2. Fie adR",a fixat nON" . Si se determine funide f:R - R, continue pentru care:

x”j: f(t)dt = ajo f(t)dt, (D)xOR .

24 Fie f R - [0,0) continua. Demonstra ca
1 (x+2)? XL, 1 r(x+1?
—_ f(t)dt< f(to)dt<— f(t)dt,(O0)x0(0,00).
2(X+1)J.x2 () J.x ( ) 2)(-[)(2 () ’( )X ( ,00)
(O.L., DAmbovia)
Generalizare:
Fie f :(O,oo) - R o fungie derivabiti cu derivata contiry strict pozitii si cresétoare. Aitati ca

pentru o funge contind f :R - [0,») are loc inegalitatea:

1 #(x+1) x+1 1 #(x+1)
7 x+1) L(X) f (t)dt ij f(p(t))dt < WLM f()dt,(0)x0(0,).
Solutie:
Cu schimbarea de variabit = ¢(u) oktinem j;(:)ﬂ) f (t)dt = Lx+l¢’ (u) f (#(u))du. Inegalitatea de
. x+1 "(t x+1 x+1 @' (t
demonstrat devmefX ¢’?x(+)1) f(p(t))dt ij f(p(t))dt ij ;’EX)) f (¢(t))dt care este o
. . . (t "(t
inegalitate adeirati deoarec% f ()< f(o(t))< ;’EX)) f(®).(0)tO[x,x+1].

Cazuri particulare:
1. Fie f :R - [0,0) o fundie continui. Aratati ca are loc inegalitatea:



1 (x+2)° 1
3(X+1)2 .L3 f(t)dtij t<—J f(t)dt XD(0,00)_

2. Fie f :R - [0,0) o fungie contind. Aratati ca are loc inegalitatea:

eil [ s (e)a seijex £ (t)ctt,(0) xO(0,9).

25. Fie f :[0,1] -~ R o fundie contind si (a,)_, 0[0,1 unsir cu limita A. Si se arate

{%j f(t)dt,A 0

f(0),A=0

Ilmj f (a,x)dx=

now

(O.L., Olt, 2007, Florian Dumitre)
Generalizare:

Fie a,bOR,a<bsi f,g:[ab] - R doui fungii continuesi (a,) _.(b,)
convergente la limital . S se aratex

00,1 dou siruri

n=1

21 (0g(0dx, dag 4 #0

Lirrlj:f(xan+(1—an)a)g(xbn+(1—bn)a)={/l a
) (b-a) f(a)g(a), dac A=0

Soluie: Notam ¢, (x) = f (xa, +(1-a,)a)g(xb, +(1-b,)a)si

p(x)=f (xA +(1—/1)a)g(x/] +(1—A)a) )

Cum f este continipe [a,b] = ca f este uniform continui pe[a,b] = (0)&>0(0J, > 0 astfel
incat| f (u) - f (v)| <&,(0)u,vO[a,b] culu-v|<d]. Analog avem{O)e >0,(0)J; > 0 astfel incat
lo(u) - g(v)| <&,(0)u,vO[a,b] culu-v{<d] . Fie M, = rTEa>]<f (x) [

M, :xréfggfg(x):wn (x)—¢(xjs|f (xan +(1—an)a)— f (x/l + |D

|g(xbn +(1-b,)a)[+|g(x0, +(1-b,)a) - g(x4 +(1- || (%1 +(1-2) )|

EM, + &M, .Aceasta rezuit din urmitoarele:

S

-

Cuma, - A,b, -~ A= (0n,(¢)ON astfel incafa, - A|.|b, = A| <

(O)n=ny(e); M = max|x| si 9, =min(J,d,).

a, +(1-a,)a=x1 ~(1-2)d < |dfa, -/ +[al}a, - | <
|xbn +(1—bn)a—X/1—(1—/1)a|s(|x|+|al)|bn—/l|<a;.
—£(M,+M,) +8(x) <4, (x) s 8(x) +£(M, +M,),(0)xO[a,b] (O)n> 5 (£)
= ["p(x)dx-£(M, +M,)(b-a) <[ g, (x) = [ p(x)dx+ (M, +M,)(b-a) =
1
||mj #.( j¢( )dx=1 A2
(b-a) f(a)g(a), dac 1=0
1 1 1 .1
0+l 2p+l 3p+ AR np+ 1

17 (9 g(dx, daa A% 0

20. se considersirul: a,(p)=1- nON" ,pO( 0g).

a) Aratati ca: lima,(p) = 0T
n- o X



b) Aratati ca: Ilm( !

Generalizare
Se considersirul: a, (p,q) =

11

1

1

1

12 3% 56 "+(_1)n(21+ W B+ y}z 4 2

1 +..+ (-0

+ —
q+l p+q+l 2p+q+l Pp+q+l

a) Aratati ca: lima,(p,q) =

01+

xP

b) Aratati ca pentru oriceq=1 avem:
1

1

I| ( ! +
a(q+1) (2+q)(3+q) (4+q)(5+q

1Xq 1 _ Xq
IO 1+ %2
Solutie:

a) Aveml+x+..+X" =

dx

-xP+ .+ (=]) " x" =

x4 + (_1)” X+ Pra

1+xP

1 X8
=I dx+
01+ xP

1 XP*Pra

<
0 1+xP
obtinem a:

np+p+q
Ilmj
n- oo

1

)+...+(—1)"(

n+l _
X 1, 0)x # 1. Inlocuind x cu
x-1
—1\" yP+p
% ,(D)XZ O= x4 — xP*d

21+q)(121+q+ ;Jz

-xP oltinem:

+ (=) xPra =

(0)x= O:jol(xq X"+ (=) x”p+q)dx=

(-1) IO Y dx:>aﬂ(p q)= IO Trx S dx+(-1) JO T dx, cum
dXS.[anmwdxz—l (O)NDON si im— =0 din teorema "clgtelui”
° np+p+q+1 e np+ p+q
_ - Xt
—dx=0, deci LIToa“(p’q)_J.()l_'_xp

1

Lm(q(q+1)-(2+q)(3+q)+

(-1)°

n

1

O e

- (-3 ')
m(zzk+q_z 2<+q+:J

nmz(2k+q)(Z<+q+:]) noo

k=0 k=0

lim (a,(2,9-1)-a,(2.4)) = ||m(j1£dx j:1+ dx]

Cazuri particulare:

1. Calculai:

2. Calculai:

3. Calculai:

lim

noc

lim

n— o

01+ x?

111 (—1)“]

SoTH A

35 7 7 xn+3

EETERN el ]

47 7 m+l

11 (-1)"
im| —-——+.

3@ 5B (a+3(2+ 3

n— o

:)J:

1x9t — o
= Ilmj —dx

n— oo



27.Fie f:R, - R, derivabiti cu ' (x)(1- f (x)) < 0,(0)xOR,, si f(0)=1. Aratati ca
Inf(x) < f(x)-1(0)xOR,.

(Concursul "lon Barbu", 2006)
Generalizare:

Fie f:R, - R, ,derivabifi cu f'( )(a bf " (x)) 0,(0)xOR, si f(O)- , undea,b> 0. Atunci

avem:|n(9f(x)jsﬁ(f”(x)—a—nj,(m)xz 0.

a na b

Solutie:

Cum f(x)>0,(0)x= 0, atunci relda dati in enum se poate scrie:

a%s bf '(x) f"*(x),(0)xOR, = onamdt < j:bf "(t)f " (t)dt,(0)x= 0
X

bf " (x) bf "(0) (0)x>

=aln f(x)—aln f (0)< = alnf (x)< —aInB

M,(D)XZO@ In( f(x)j (f (x)- ]( )x= 0.

n
Cazuri particulare:
1. Fie f :[0,00) - (0,0) derivabiti cu '(x)(1- f2(x))< 0(0)x> Osi f(0)=1. Aratati ca

Inf(x)<= (f () -1).(0)x= 0.
2. Fie f :[0,00) - (0,00) derivabiki cu f'(x)(1- f*(x))< 0(0)xOR, si  f(0)=1. Aratati ca
Inf(x)<= (f () -1),(0)x=0.
3. Fie f:[0,0) - (0,0) derivabili cu f'(x)(a-f(x))<0,(0)x>0si f(0)=a, undea>0 .

Atunci avem: In[f(x)j =(f(-a),(0)x=0.

28. calculai limn['——>dx

(Concursul "lon Ciolac", 2007, Liliana Niculescy
Generalizare
Fie rON" si k,K,,...k ON cuk,k,,...k = 2. Dad a,a,,...,a 0(0w), calculai

n

. 1 X
limn dx.

nee ORI +a +k\2/xk2 +a, +,,_+k{/xkf +a
Solutie:
Se obser¥ ci pentru oricex(0,1) avem:

\/xk1+a1+\/x"2+a+ AYXS +a >4¥s + %+ + 5 ==

X - - = *
'Lklxkl+a1+\/xk2+az+ +\/x ey dx<n0§dx rjo( )dx n(D)nDN

.1 . . o
lim— =0 din "teorema clgelui" deducem & limita din enum este 0.
n-wrn

Cum




Cazuri particularesi probleme asemanatoare:

n

1. Calculai: limn : X dx.
e Y0 14+ x3+1
. 1 X"
2. Calculai: limn dx.
e 000X+ 2+ FxP+ 3
3. Caleulai: fimn['—X—_d
. Calculai: n|[11nj'0\3/x3_+1 X.
) 1 Xn+Xn+1
4. Calculai: limn ax.

nee 90 [x2 1143 x3+2



