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Generalizări ale unor probleme date la Olimpiada de Matematică 

Ion Bursuc 
                                                                 Motto: Tot ce-Mi dă Tatăl, va veni la Mine; şi pe cel ce vine la Mine 
                                                                              nu-l voi scoate afară; Pentru că M-am coborât din cer, nu ca să           
                                                                              fac voia mea, ci voia Celui ce M-a trimis pe Mine. Şi aceasta                    
                                                                              este voia Celui ce M-a trimis, ca din toŃi pe care Mi i-a dat Mie                        
                                                                              să nu pierd nici unul, ci să-i înviez pe ei în ziua cea de apoi. 

(Ioan,cap.6,v.37,38,39) 

 
1.Fie şirul cu termenul general ( ) ( )2cos 1 , 1nx n n n nπ= ⋅ + + ∀ ≥ . 

a) Să se arate că şirul ( ) 1≥nnx  este mărginit. 

b) Este şirul ( ) 1≥nnx  convergent? 

(O.L,ConstanŃa,2000,Constantin Caragea) 
 
Generalizare: 

Fie şirul cu termenul general ( ) ( )1 2
1 2 1cos ... , 1k k kk

n k kx n n a n a n a n a nπ − −
−= ⋅ + + + + + ∀ ≥ , unde 

1 2, 2, , 0,..., 0
2 k

k
k k a a a∈ ≥ = > >ℕ .  

a) Să se arate că şirul ( ) 1≥nnx  este mărginit. 

b) Este şirul ( ) 1≥nnx   convergent? 

 
SoluŃie 

a)Deoarece ( ) ( ) ( )1
cos 1 sin 2 1 ,  şi 

2
n

n n
πα α α+  = − − + ∀ ∈ ∈ 

 
ℝ ℕ  ,dacă notăm  

1
1 ...k kk

n kn a n aα −= + + +  obŃinem : 

( ) ( ) 1 1
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2
n

n n nx n n nπα πα π+   = ⋅ = − − + =  
  
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     
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k
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   + + + + +   
   

,iar  
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r
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−
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−→∞
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( )

( )

( )
2 2

1

1 1

8 8lim
1

n
nn

k k k k
a ax

k k
π+→∞

− −
− −

= ⇒ = ⇒
−

 şirul nx este mărginit. 

b)Deoarece 

( ) ( )
2 2

2 2 1

1 1

8 8lim  şi limn n
n n

k k k k
a a

x x
k k+→∞ →∞

− −
− −

= − =  deducem că şirul nx  este 

convergent numai în cazul când 
( )

8

1
2

−= kk
a . 

 
Cazuri particulare 
 

1.Fie şirul cu termenul general ( ) ( )2cos 2 , 1nx n n n nπ= ⋅ + + ∀ ≥ . 

   a) Să se arate că şirul ( ) 1≥nnx este mărginit. 

   b)Este şirul ( ) 1≥nnx  convergent? 

2.Fie şirul cu termenul general ( )3 23
3

cos 1 , 1
2nx n n n n nπ

 
= ⋅ + + + ∀ ≥  

 
. 

  a) Să se arate că şirul ( ) 1≥nnx  este mărginit. 

  b)Este şirul ( ) 1≥nnx  convergent? 

3.Fie şirul cu termenul general ( )3 23
3 3

cos 1 , 1
2 4nx n n n n nπ

 
= ⋅ + + + ∀ ≥  

 
 

   a) Să se arate că şirul ( )nx  este mărginit. 

   b) Este şirul ( ) 1≥nnx  convergent? 

4.Fie şirul cu termenul general ( ) ( )4 3 24cos 2 3 1 ,nx n n n n n nπ= ⋅ + + + + ∀ ∈ℕ . 

   a) Să se arate că şirul ( )nx  este mărginit. 

   b) Este şirul ( ) 1≥nnx  convergent? 

 

2.Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ ,monotonă pentru care ( ) ( )( ) 02lim =−
∞→

xfxf
x

. 

   a)Să se arate că  ( ) ( )( ) ( ) 1,02lim ≥∀=−
∞→

nxfxf n

x
. 

    b)Să se arate că: ( ) ( )( ) ( ) 1,0lim ≥∀=−
∞→

axfaxf
x

. 

Generalizare 
Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ  ,monotonă şi baba >> cu  0, astfel încât:  ( ) ( )( ) 0lim =−

∞→
bxfaxf

x
. 

a)Să se arate că:  ( ) ( )lim 0,
n

x

a
f x f x n

b→∞

   
 − = ∀ ∈       

ℕ . 

b) Să se arate că: ( ) ( )( ) ( )lim 0,  , 0 cu 
x

f cx f dx c d c d
→∞

− = ∀ > > . 

 



SoluŃie: 

a) Fie 1>=
b

aα .Din definiŃia limitei deducem că : 

( ) ( )( ) 0limlim =−=

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
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

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b
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b)Fie .1>=
d

cβ Cum ) [ )1

0

, 1,k k

k

α α
∞

+

=

 = ∞∪  deducem că există k ∈ℕ  astfel încât 

1k kα β α +≤ < .Fie f crescătoare. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,1 >∀−≤−≤−⇒ + xxfxfxfxfxfxf kk αβα  

.Cum ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0lim0limlim 1 =−⇒=−=−
∞→

+

∞→∞→
xfxfxfxfxfxf

x

k

x

k

x
βαα . 

Analog se procedează în cazul când f este descrescătoare. 

Din faptul că ( ) ( )( ) 0lim =−
∞→

xfxf
x

β  deducem că : 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0limlim =−⋅=−
∞→∞→

dxfdxfdxfcxf
xx

β  

 
Cazuri particulare: 
1.Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ ,crescătoare pentru care ( ) ( )( ) 03lim =−

∞→
xfxf

x
.Să se arate    că:a) 

( ) ( )( ) ( )lim 3 0,k

x
f x f x k

→∞
− = ∀ ∈ℕ . 

  b) ( ) ( )( ) ( )lim 0, , 1.
x

f x f ax a a
→∞

− = ∀ ∈ ≥ℝ  

 
2.Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ ,crescătoare pentru care  ( ) ( )( ) 023lim =−

∞→
xfxf

x
.Să se arate    că: a) 

( ) ( ) *3
lim 0,

2

n

nx

x
f f x n

→∞

  
− = ∀ ∈   

  
ℕ ;b) ( ) ( )( ) ( ) 0,0lim >∀=−

∞→
axfaxf

x
. 

3.Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ  ,descrescătoare pentru care ( ) ( )( ) 034lim =−
∞→

xfxf
x

.Să se    arate că :a) 

( ) ( ) *4
lim 0,

3

n

nx

x
f f x n

→∞

  
− = ∀ ∈   

  
ℕ . 

   b) ( ) ( )( ) ( ) 0,,0lim >∀=−
∞→

babxfaxf
x

. 

4.Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ ,crescătoare pentru care ( ) ( )( ) 03lim =−
∞→

xfxf
x

.Să se arate    că: a) 

( ) ( )( ) ( ) *lim 3 0,n

x
f x f x n

→∞
− = ∀ ∈ℕ . 

   b) ( ) ( )( ) ( ) 0,,0lim >∀=−
∞→

babxfaxf
x

. 

   c) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2lim ... ... 0,n n n
x

a f b x a f b x a f b x a a a f x
→∞

+ + + − + + + =   

    ( ) 1 2 1 2, ,...,  şi , ,..., 0n na a a b b b∀ ∈ >ℝ  

 

3.Să se calculeze ( )121lim 2 −+−+
∞→

xxxx
x

. 

(O.L.,Suceava,2000 ) 
Generalizare: 



Fie , 2 şi , 0.k k aα∈ ≥ >ℕ Să se calculeze : ( )kkk

x
axxaxx −+−+

∞→
2lim α . 

SoluŃie 
Notăm cu L limita din enunŃ.Observăm că 
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Analog avem: 
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2 12 1 2
lim 1
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k
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r

k kax x x a k r a
k

x a x k kx a

−
−

→∞ =

     − − − − −= = − − =        − −     
∑

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 1

a k a k
k k k a k

k k

− −
= − − − = ⋅ = − .                                         (3) 

Din relaŃiile (1),(2) şi (3) obŃinem: 
 

( ) ( )
( )

( ) =−−=
⋅

−⋅⋅−= −

∞→−∞→

k

xk
k
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xx

k
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1 1
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1
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k

a k
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
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
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Probleme propuse 
 

1.Fie 0>a .Să se calculeze: ( )axxaxxx
x

−+−+
∞→

2lim . 

2.Fie 0>a .Să se calculeze: ( )3333 2 2lim axxaxxx
x

−+−+
∞→

. 

3.Fie 0>a .Să se calculeze : ( )4444 3 2lim axxaxxx
x

−+−+
∞→

. 

4.Fie 0, 0.a b≥ > Să se calculeze: 
bxxbx

axxax
x −+−+

−+−+
∞→ 2

2
lim . 

5.Fie 0, >ba .Să se calculeze: 

   a)
333

333

2

2
lim

bxxbx

axxax
x −+−+

−+−+
∞→

 ;   b) 
444

444

2

2
lim

bxxbx

axxax
x −+−+

−+−+
∞→

 

6.Fie 0, >aα .Să se calculeze: ( ) ( )( )axxaxx
x

−+−+
∞→

lnln2lnlim α . 

7.Fie 0, >ba .Să se calculeze: 
( ) ( )
( ) ( )bxxbx

axxax
x −+−+

++−+
∞→ lnln2ln

lnln2ln
lim . 

8.Fie , 0aα > .Să se calculeze : 









−−+−++

∞→
a

x
xxa

x
xx

x

1
2

1
lim α . 

9.Fie 0, >ba .Să se calculeze: 

b
x

xxb
x

x

a
x

xxa
x

x

x

−−+−++

−−+−++

∞→ 1
2

1

1
2

1

lim . 

10.Fie 0>a  şi ( ): 0,f ∞ →ℝ  astfel încât ( ) [ ).,0lim ∞∈=
∞→

Lxf
x

Să se calculeze :   

    ( ) ( )( )xfaxxxfaxxx
x

−−+−++
∞→

2lim . 

 
11.Fie 0>a , , 0,k k∈ ≥ℕ şi ( ): 0,f ∞ →ℝ  astfel încât ( ) [ ).,0lim ∞∈=

∞→
Lxf

x
 

    Să se calculeze: ( ) ( )( )kkkk k

x
xfaxxxfaxxx −−+−++−

∞→
2lim 1 . 

 

4.Să se calculeze: ( ){ }n

n
32lim +

∞→
,unde { }x  reprezintă partea zecimală a luix . 

(O.L.,Vrancea,2000 ) 
Generalizare 
Fie *, , ,a b c d ∈ℕ ,asfel încât 2 21 ,   1  şi ,a b c d α β= + = + ∈ℕ .Să se calculeze 

( ) ( ){ }nn

n
dcba +++

∞→
βαlim . 

 
SoluŃie 

Fie , , ,n n n na b c d ∈ℕ  astfel încât ( ) bbaba nn

n
+=+ şi ( )n

n nc d c d d+ = + . 

Se arată că : ( ) bbaba nn

n
−=− şi ( ) ddcdc nn

n
−=− . 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )nn

nn

n

n

n

n

nn

dcbaca

dccbaadcba

−−−−+−+=

=−−+−−=+++

βαβα

ββααβα

1122

22
 



Pentru n suficient de mare avem: ( ) ( ){ }n b

a b c dα β+ + + =  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 lim 1
n n n n

n
a b c d a b c dα β α β

→∞
= − − − − ⇒ + + + = . 

Cazuri particulare 

1.Să se calculeze: ( ){ } ( ){ }nm

n
83245lim +⋅+

∞→
. 

2.Să se calculeze : ( ) ( ){ }nn

n
8331542lim +++

∞→
. 

3.Să se calculeze : ( ) ( ){ }nn

n
3562323lim +++

∞→
. 

4.Să se calculeze : ( ) ( ){ }lim 3 3 8 2 2 3
n n

n→∞
+ + + . 

5.Se consideră şirul ( ) 1−nna  definit prin relaŃia: ( )3

1
...

52

1

41

1

+
++

⋅
+

⋅
=

nn
an .Să se calculeze : 

n

n
n

n
a 







 −
∞→ 18

5
3lim . 

(O.J.,BistriŃa-Năsăud,1997,Petre Anghel ) 
Generalizare 1 

Se consideră şirul ( ) 1n n
a ≥  definit prin relaŃia : ( ) ( ) ( )knnkk

an +
++

+⋅
+

+⋅
= 1

...
22

1

11

1
.Să se 

calculeze : 

nk

r
n

n

n rkk
ak 









⋅
−+ ∑

=∞→
1

11
lim . 

SoluŃie: 

( )
1

1 1 1 0

1

0 1

1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1

1

n n n k

n
r r r s

k n

s r

a
r r k k r r k k r s r s

k r s r s

−
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= =

   = = − = − =   + + + + +   

 − = + + + 

∑ ∑ ∑∑
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1 1 1 1 1 1 1 1
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1 1
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n
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s s r
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→∞= = =
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∑ ∑ ∑  
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r
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e
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r
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














∑









+
−=









+
−=

=∞→

=∑∑
1

1

1
lim

1

1

11

1
1lim

1
1lim . 

Generalizare 2 
Fie şirul ( ) 1n n

a
≥

 de numere strict pozitive şi şirul ( ) 1≥nnb  cu ( )n n n kb a aα += − , unde 

0 şi , 1.k kα > ∈ ≥ℕ Considerăm şirul ( ) 1n n
x ≥

, nn bbbx +++= ...21 .Să se calculeze : 

1

1
lim

n

n

yk

n ryn
r

x aα α
α→∞ =

 + − 
 

∑ ştiind că 0lim =
∞→ n

n
a  şi 0lim

1

>=∑
=

+∞→
Lay

k

r
nrn

n
. 

 
SoluŃie: 



Observăm că: ( ) ( )
1 1 1

n n k

n r r r k r r n
r r r

x b a a a aα α+ +
= = =

= = − = −∑ ∑ ∑ , (sumă telescopică de pas k )  de unde 

deducem că 
1 1

1
lim lim 1

n n

n

y yk k

n r r nyn n
r r

x a aα α
α +→∞ →∞= =

   + − = − =   
   

∑ ∑  

1

1

lim1

1

lim 1

k

n r n
n

rk

r n
r

y a

k
La

r n
n

r

a e

+→∞ =

+
=

−
−

−
+→∞ =

∑ 
  ∑− =   

 

∑  

Cazuri particulare 

1.Se consideră şirul ( ) 1n n
a ≥

 definit prin ( )4

1
...

62

1

51

1

+
++

⋅
+

⋅
=

nn
an .Să se    calculeze : 

n

n
n

n
a 







 −
∞→ 48

13
4lim . 

2.Se consideră şirul ( ) 1n n
a ≥

,definit prin ( )5

1
...

72

1

61

1

+
++

⋅
+

⋅
=

nn
an  . 

   Să se calculeze:  
n

n
n

n
a 







 −
∞→ 300

77
5lim . 

3.Se consideră şirul ( ) 1n n
a

≥
,definit prin     ( )( )( )321

64
...

120

14

24

10

+++
++++=

nnnn

n
an .Să se 

calculeze 
1

lim
3

n

n
n

a
→∞

 + 
 

. 

6.Fie ( )3, ,A B M A B∈ ≠ℝ .Dacă 33 BA =  şi ABBA 22 = ,demonstraŃi că matricea 22 BA + nu 

este inversabilă. 
(O.J.,Gorj,1997 ) 

Generalizare 1 
Fie *, , 2n k n∈ ≥ℕ şi ( ), ,nA B M A B∈ ≠ℝ .Dacă 11 ++ = kk BA   şi ABBA kk = ,demonstraŃi că 

matricea kk BA +  nu este inversabilă. 
 
SoluŃie: 
Dacă presupunem că kk BA +  este inversabilă şi notăm kk BAC +=  ,atunci 

avem: ( )( ) ( ) BAOBABBAACBABACBA n
kkkkkk =⇒=−+−=−+=− ++−− 1111   ceea ce 

contrazice ipoteza .Prin urmare, C   nu este inversabilă. 
 
Generalizare 2 
Fie *, , 2n k n∈ ≥ℕ ,λ ∈ℝ  şi ( ), ,nA B M A Bλ∈ ≠ℝ .Dacă 11 ++ = kk BA λ  şi 

ABBA kk =λ ,demonstraŃi că matricea kk BA +  nu este inversabilă. 
 
SoluŃie: 
Dacă matricea kk BAC += ar fi inversabilă ,atunci matricea 

( )( ) ( )1 1 1 1k k k k k k
nA B C A B A B C A A B B A B Oλ λ λ λ− − + +− = + − = − + − = ⇒  

A Bλ=  ceea ce contrazice ipoteza.Prin urmare , kk BA + nu este inversabilă. 
 
Cazuri particulare 



1.Fie ( ), ,nA B M A B∈ ≠ℝ .Dacă 44 BA =  şi ABBA 33 = ,demonstraŃi că    matricea   33 BA +  nu 

este inversabilă. 
2.Dacă ( ), ,nA B M λ∈ ∈ℝ ℝ şi 3 3 2 2, ,A B A B B A A Bλ λ λ= ≠ = ,demonstraŃi că    2 2A B+  nu este 

inversabilă. 
3.Dacă ( ) 2 2 2 2, , , , ,n n nA B M AB BA A B AB A B O A B B A O∈ = + = + ≠ + =ℝ  , 

   demontraŃi că AB nu este inversabilă. 

7.Fie ( ) 1≥nnx un şir astfel încât ( ]0,2nx ∈  şi ( )2 *
1 , .n n nx x x n+ ≤ − ∀ ∈ℕ Să se arate că şirul ( ) 1≥nnx  

este constant. 
(O.J.,Giurgiu,1997,Şerban Olteanu ) 

Generalizare  
Fie 0λ >  şi ( ) 1≥nnx  un şir astfel încât ( ]λ+∈ 1,0nx  şi ( )2 *

1 ,n n nx x x nλ+ ≤ − ∀ ∈ℕ .Să se arate că 

şirul ( ) 1≥nnx este constant. 

SoluŃie: 
Deoarece relaŃia nnn xxx λ−≤+

2
1  se scrie: ( )λ−≤< + nnn xxx 10  deducem că: 

( ) ( ) .1,1,0 ≥∀>⇒≥∀>− nxnx nn λλ  

Avem: ( ) ( ) *
1 11 0 ,n n n n n nx x x x x x nλ+ +− ≤ − − ≤ ⇒ ≤ ∀ ∈ ⇒ℕ că şirul ( ) 1≥nnx este descrescător şi cum 

este mărginit este convergent. 

Fie: [ ] ( ) λλλλλ +≥⇒≥−−⇒−≤⇒+∈=
∞→

1011,lim 2 LLLLLLxL n
n

 şi cum 

{ } ( )*1 1 inf 1 ,n n nL L x x n x nλ λ λ≤ + ⇒ = + ⇒ ≥ ∈ Ν = + ≥ ∀ ∈ℕ  

( ) *1 ,nx nλ⇒ = + ∀ ∈ℕ  

Cazuri particulare 
1.Fie ( ) 1n n

x ≥
 un şir astfel încât ( ]0,3nx ∈ , ( ) *n∀ ∈ℕ  şi 2

1 2n n nx x x+ ≤ − , ( ) *n∀ ∈ℕ . Să se arate că 

şirul ( ) 1nx n ≥  este constant. 

 
2.Fie ( ) 1nx n ≥  un şir astfel încât ( ] ( )2 *

10,5 , 4 ,n n n nx x x x n+∈ ≤ − ∀ ∈ℕ . Să se arate că şirul ( ) 1n n
x ≥

 

este constant. 
 
3.Fie şirul ( ) 1n n

x ≥
 astfel încât ( ] ( )2 *

13,4 , 12,n n nx x x n+∈ − ≤ − ∀ ∈ℕ . Să se arate că şirul ( ) 1n n
x ≥

, este 

constant. 
 

8.Să se calculeze: 
( )
( )

ln 1
lim ; 0, 0

ln 1

x

xx

a
a b

b→∞

+
> >

+
 

                                                                                  (O.L., BistriŃa-Năsăud, 2000) 
Generalizare 

Fie 1 2 1 2, ,..., , , ,..., 0.n na a a b b b >  Să se calculeze 
( )
( )

1 2

1 2

ln 1 ...
lim

ln 1 ...

x x x
n

x x xx
n

a a a
L

b b b→∞

+ + + +
=

+ + + +
 

Solutie: 

Fie { } { }| 1, , | 1,i iA a i n B b i n= = = = { }1 2min , ,..., ,a nm a a a= { }1 2 3max , ,...,aM a a a= .Analog definim 

bm  si bM . 

Cazul I  ( )1 2, ,..., 0,1 ,na a a ∈  ( )1 2, ,..., 0,1nb b b ∈ ⇒  



( )
( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 21

ln 1 ... ... ...
lim

... ...ln 1 ...

x x x x x x x x x
n n n

x x x x x xx xx
n nn

a a a b b b a a a
L

a a a b b bb b→∞

+ + + + + + + + + += ⋅ ⋅ =
+ + + + + ++ + +

 

{ } { }

0,dacă 

,dacă , unde | şi  |  

,dacă 

a b

a b i a i b

a b

M M

p
M M p card i a M q card i b M

q

M M

 <

= = = = = =

+∞ >

  

Cazul II   1aM =  şi 1bM L< ⇒ = +∞  

Cazul III  
ln

1
lna b

p
M M L

q
= = ⇒ =  

Cazul IV   1, 1 0a bM M L< ≥ ⇒ =  

Cazul V     1, 1 0a bM M L= > ⇒ =  

Cazul VI    1, 1a aM M L> ≤ ⇒ = ∞  

Cazul VII 

( )

( )

1
ln

1, 1 lim
1

ln

x
x k

a x
k Va a

a a xx
x k

b x
k Ub b

a
M p

M M
M M L

b
M q

M M

∈

→∞

∈

  
 + +     > > ⇒ = =
  
 + +     

∑

∑

 

1 1
ln ln

ln

ln1 1
ln ln

x

k
a x

k Va a
a

x
b

k
b x

k Ub b

a
M p

x M M M

Mb
M q

x M M

∈

∈

  
 + + +     = =
  
 + + +     

∑

∑

, unde { } { }1,2,..., | i aV n i a M= − =  şi 

{ } { }1,2,..., | i bU n i b M= − =  

 
Cazuri particulare 

1.Fie , 0a b > .  CalculaŃi 

1
ln 1

lim
1

ln 1

x
x

x x
x

a
a

b
b

→∞

 + + 
 
 + + 
 

. 

2.Fie , 0a b > .  CalculaŃi 
( )
( )

2

2

ln 1
lim

ln 1

x x

x xx

a a

b b→∞

+ +

+ +
. 

3.Fie , 0a b > .  CalculaŃi 
( )
( )

ln 1
lim

ln 1

x x x

x x xx

a a b

b a b→∞

+ +

+ +
. 

 

9. DeterminaŃi toate funcŃiile :f →ℝ ℝ  continue în origine, care verifică relaŃia: 

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y xy x y+ = + + + , pentru orice ,x y ∈ℝ  

                                                                                                       (O.L. Dolj,2000) 
Generalizare 
Fie *a ∈ℝ . DeterminaŃi toate funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue în origine, care verifică relaŃia: 

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y axy x y+ = + + + , ,x y ∈ℝ  

SoluŃie 



RelaŃia din enunŃ se scrie astfel ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3
3f x y f x f y xy x y

a a a
+ = + + + , 

( ) ,x y∀ ∈ℝ ( ) ( ) ( ) ( )3 3 33 3 3
f x y x y f x x f y y

a a a
⇔ + − + = − + − , ( ) ,x y∀ ∈ℝ  

( ) ( ) ( ) ( ), ,g x y g x g y x y⇔ + = + ∀ ∈ℝ , unde ( ) ( ) 33
g x f x x

a
= −  

Cum f este continuă în origine g⇒  este continuă în origine g⇒  este continuă pe ℝ  deoarece se 
ştie că o funcŃie ce satisface relaŃia funcŃională a lui Cauchy este continuă pe ℝ  ⇔  este continuă 
într-un punct.  

( )α⇒ ∃ ∈ℝ astfel încât ( ) ( ) ( )3

3

a
g x x f x x xα α= ⇒ = +  

Probleme propuse 
1.DeterminaŃi toate funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue în origine, care verifică    relaŃia: 

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 3f x y f x f y xy x y xy+ = + + + + , ( ) ,x y∀ ∈ℝ . 

2. DeterminaŃi toate funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue în origine, ce verifică     relaŃia:  

  ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 3f x y f x f y axy x y xy+ = + + + + , ( ) ,x y∀ ∈ℝ . 

3. DeterminaŃi toate funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue în origine, care verifică     relaŃia: 

( ) ( ) ( ) ( )f x y f x f y axy x y b+ = + + + +  , ( ) ,x y∀ ∈ℝ , unde     *a ∈ℝ  şi b∈ℝ . 

 

10. Fie 2k ≥  număr natural şi funcŃia continuă [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că 

( ) ( ) ( ) [ ), 0,kf x f x x= ∀ ∈ ∞ . Să se arate că funcŃia f este constantă. 

                                                       (O.L., Giurgiu, 2000) 
Generalizare  
Fie 1, , 1k k a> ∈ ≥ℝ  şi funcŃia continuă [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că ( ) ( )kf x af x= . Să se 

determine funcŃia f . 
SoluŃie: 

Pentru x  înlocuit cu 
nkx  obŃinem: ( ) ( ) ( )1

, 0
n nk kf x af x x

+

= ∀ ≥  

( ) ( ) ( )11 , 0
n nn k n ka f x a f x x

++⇒ = ∀ ≥  şi *n∈ℕ  ( ) ( ) ( )00nn k ka f x a f x f x⇒ = =  

Înlocuind în această relaŃie pe x  cu 
1
nkx  obŃinem: ( )

11 nk
n

f x f x
a

 
=   

 
, ( )n∀ ∈ℕ şi 0x ≥  

( ) ( )
1 0,  dacă 11

lim
1 ,dacă 1 şi 0

nk
nx

a
f x f x

f a xa→∞

>  
⇒ = =    = ≠ 

 

Pentru  ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 lim 0 1

2 2
nkn

a f f f f f x f
→∞

  = ⇒ = = = ⇒ = ⇒   
   

 f  este funcŃie constantă. 

Cazuri particulare 
1.DeterminaŃi funcŃiile continue [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că 

   ( ) ( ) ( ) *, 0, , 2k kf x f x x x x k k= + − ∀ ≥ ∈ ≥ℕ  . 

2. DeterminaŃi funcŃiile continue [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că există    1a >  astfel încât 

( ) ( ) ( ), 0k kf x af x x ax x= + − ∀ ≥  . 



3. DeterminaŃi funcŃiile continue [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că 

   ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )2

2

1
, 0

1 1

x x
f x f x x

x x

−
= + ∀ ≥

+ +
 . 

4. DeterminaŃi funcŃiile continue [ ): 0,f ∞ →ℝ  cu proprietatea că 

   ( ) ( ) ( ) ( )3
3

1
, 0

1

x x
f x f x x

x

−
= + ∀ ≥

+
 . 

 

11. Fie ( ), nA B M∈ ℂ  astfel încât nA B I+ =  şi 3 2A A= . Să se arate că : nI AB+  este inversabilă 

şi să se determine inversa sa. 
                                                           (O.L., Gorj, 2000)  

Generalizare  
Fie ( ), nA B M∈ ℂ  şi * *, ,k α β∈ ∈ℕ ℝ  astfel încât 1k kA Aα + =  şi nA B Iα β+ = . Să se arate că 

,p p
nI A B+ unde 

,unde  este par
2  

1
,unde  este impar

2

k
n

p
k

n


=  +


,este inversabilă şi să se determine inversa. 

SoluŃie : 
Din relaŃia 2

nA B I A BA Aα β α β+ = ⇒ + =   şi 2A AB Aα β+ =  AB BA⇒ =  

Tot din relaŃia nA B Iα β+ =  rezultă că: 1k k kA A B Aα β+ + =  şi 
1k k k k k

nA BA A A B BA Oα β+ + = ⇒ = =  ( )( )p p p p
n nI A B I A B⇒ + −  2 2p p

n nI A B I= − =  deoarece 

2p k≥  şi 0kA B = . Analog ( )( )p p p p
n n nI A B I A B I− + =  p p

nI A B⇒ +  este inversabilă şi inversa ei 

este p p
nI A B− . 

Cazuri particulare 
1.Fie ( ), nA B M∈ ℂ  astfel încât 4 3A A=  şi nA B I+ = . Să se arate că matricele   2

nI A B+  şi 
2 2

nI A B+  sunt inversabile şi să se detrmine inversele. 

2.Fie ( ), nA B M∈ ℂ , *,α β ∈ℝ  astfel încât 3 2A Aα =  şi nA B Iα β+ = . 

   Să se arate că nI AB+  este inversabilă şi să se determine inversa. 

12. Fie [ ) [ ): 0, 0,f ∞ → ∞  o funcŃie continuă cu proprietatea că ( )( ) ,f x f x x+ =  ( ) 0x∀ > . Să se 

arate că f  este monotonă. 
                                                                                                      (O.J., Iaşi, 2000) 

 
Generalizare  
Fie  [ ) [ ), : 0, 0,f g ∞ → ∞  două funcŃii continue cu g  injectivă şi ( )0 0g = . Dacă există 0α >  astfel 

încât ( )( ) ( ) ( ), 0f x f x g x xα+ = ∀ ≥ , să se arate că f  este monotonă. 

SoluŃie:  
Pentru ( )( ) ( ) ( ) ( )00 0 0 0 0x f f g f x gα α= ⇒ = ⇒ = = , unde ( )0 0x f= . Pentru  x  înlocuit cu 0xα  

obŃinem: ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 00 0f x f x g x f x g x g x g xα α α α α α α α+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒  

( )0 0 0 0x f⇒ = ⇒ = . Pentru 0x ≥  consider funcŃia [ ] ( ) ( ): 0, ,x xh x h t t f t xα→ = + −ℝ . 

Observ că ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0,x xh h x x f x y xα⋅ = − ⋅ ≤ ⇒ ∃ ∈  astfel încât ( ) 0xh y = ⇒  ( )y f y xα+ =  



Fie [ ]1 2, 0,x x ∈ ∞  astfel încât ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 10,f x f x y x= ⇒ ∃ ∈  şi [ ]2 20,y x∈  astfel încât 

( )1 1 1y f y xα+ =  şi ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 1 1 2 2y f y x f y f y f y f yα α α+ = ⇒ + = +  

( ) ( )1 2 1 2 1 2g y g y y y x x f⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒  este injectivă şi cum este continuă este monotonă. 

Cazuri particulare  
1. Fie [ ) [ ): 0, 0,f ∞ → ∞  o funcŃie continuă cu proprietatea că ( )( ) 22 ,f x f x x+ =  ( ) 0x∀ > . Să se 

arate că f  este monotonă. 

2.  Fie [ ) [ ): 0, 0,f ∞ → ∞  o funcŃie continuă cu proprietatea că ( )( ) 33 3 ,f x f x x x+ = +  

( ) 0x∀ > . Să se arate că f  este monotonă. 

3. Să se arate că nu există funcŃii  [ ) [ ): 0, 0,f ∞ → ∞ , continue astfel încât  ( )( ) 1 ,f x f x x+ = +  

( ) 0x∀ ≥ . 

 

13. Fie şirul de numere reale ( ) ( )0
, 0,n nn

x x n≥ ≥ ∀ ∈ℕ , astfel încât 3
1 3 2,n nx x+ ≤ −  ( )n∀ ∈ℕ . Să se 

arate că şirul ( ) 0n n
x

≥
 este convergent şi să se calculeze limita. 

                                                                                               (O.J., MehedinŃi, 2000) 
Generalizare  
Fie 0α >  şi  , 2p p∈ ≥ℕ . Considerăm şirul de numere reale ( ) ( )0

, 0,n nn
x x n≥ ≥ ∀ ∈ℕ  astfel încât 

( ) ( )1
1 1 ,p p p

n nx px p nα α−
+ ≤ − − ∀ ∈ℕ . Să se arate că şirul ( ) 0n n

x
≥

 este convergent şi să se calculeze 

limita. 
SoluŃie:  
Folosind inegalitatea mediilor obŃinem: 

( ) ( )1 1
1 1 1

1

1 1 ...p p p p p p p p
pn n n n

p ori

px p x p x p xα α α α α α− −
+ + +

−

≥ − + ≥ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅�������   

 1n nx x +⇒ ≥  ,( ) *n∀ ∈ ⇒ℕ  că şirul ( ) 0n n
x

≥
 este descrescător  şi cum este mărginit inferior de 0  este 

convergent. Fie limn
n

x L
→∞

= . Trecem  la limită în inegalităŃile (1) 

( )1 11p p p ppL p L p Lα α α− −⇒ ≥ − + ≥ ⇒  că are loc egalitate în inegalitatea mediilor 
p pL Lα α⇒ = ⇒ = . 

Cazuri particulare  
1.Fie şirul de numere reale ( ) ( )0

, 0,n nn
x x n

≥
≥ ∀ ∈ℕ , astfel încât 4

1 4 3,n nx x+ ≤ −     ( )n∀ ∈ℕ . Să se 

arate că şirul ( ) 0n n
x ≥

 este convergent şi să se calculeze limita. 

2.Fie şirul de numere reale ( ) ( )0
, 0,n nn

x x n
≥

≥ ∀ ∈ℕ , astfel încât 5
1 5 4,n nx x+ ≤ −     ( )n∀ ∈ℕ . Să se 

arate că şirul ( ) 0n n
x ≥

 este convergent şi să se calculeze limita. 

3.Fie şirul de numere reale ( ) ( )0
, 0,n nn

x x n
≥

≥ ∀ ∈ℕ , astfel încât 3
1 12 16,n nx x+ ≤ −     ( )n∀ ∈ℕ . Să se 

arate că şirul ( ) 0n n
x ≥

 este convergent şi să se calculeze limita. 

 

14. Fie  ( ), nA B M∈ ℝ  astfel încât  A B AB+ = . 

    a) ArătaŃi că: ( )2 2det 0A B+ ≥ . 

    b)ArătaŃi că: ( )rang A B n+ =  dacă şi numai dacă ( )max ,  rangA rangB n= . 

                                                                 (O.J., NeamŃ, 2000, Gheorghe Ciorăscu)  
Generalizare  
Fie  ( ), nA B M∈ ℝ  astfel încât  *, ,A B ABα β α β+ = ∈ℝ . 



a) ArătaŃi că ( )2 2det 0A B+ ≥ . 

b) ArătaŃi că ( )rang A B nα β+ =  ⇔ ( )max ,  rangA rangB n=  

SoluŃie:   
a) RelaŃia  A B ABα β+ =  se scrie: 

( )( ) ( )( )n n n n nI A I B I I B I Aβ α αβ α β− − = ⇒ − − =  

( ) ( )( )2 2det detnI A B BA AB BA A B A iB A iBαβ α β= ⇒ + = ⇒ = ⇒ + = − + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
det det det det det 0A iB A iB A iB A iB A iB= − ⋅ + = + ⋅ + = + ≥  

b) ( )rang A B nα β+ =  ( )det 0 det 0 det 0A B AB Aα β⇔ + ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠  şi 

det 0B rangA n≠ ⇔ =  şi ( )max ,rangB n rangA rangB n= ⇒ =  

Reciproc : fie det 0rangA n A= ⇒ ≠  şi cum  

( ) det 0nB A I A B rangB nβ α− = ⇒ ≠ ⇒ =  

În cazul cand rangB n= din ( )nA B I Bα β− =  deducem că rangA n= . 

15.Fie ba, numere reale,  ba <  şi :f →ℝ ℝ continuă astfel încât : 

( ) ( ) ( ),
b b

a a
f a b x t dx f x dx+ − + ≥ ∀∫ ∫ , .t ∈ℝ DemonstraŃi că : ( ) ( )bfaf = . 

                                                                           (O.J.,Dolj ,1997, Cristian Moanta) 
 
Generalizare 
Fie , ,a bα numere reale, ba <  şi  :f →ℝ ℝ  continuă astfel încât:    

( ) ( ) ( ),
b b

a a
f a b x t dx f x dx t

α

α

+

+
+ − + ≥ ∀ ∈∫ ∫ ℝ . DemonstraŃi că: ( ) ( )f a f bα α+ = + . 

 
SoluŃie 
Cu substituŃia utxba =+−+  deducem că 

( ) ( ) ( )b a t b t

a b t a t
f a b x t dx f u du f x dx

+ +

+ +
+ − + = − =∫ ∫ ∫ .Considerăm funcŃia 

( ) ( ): ,  
b t

a t
g g t f x dx

+

+
→ = ∫ℝ ℝ .Inegalitatea din enunŃ se scrie: ( ) ( ) ( ),  g t g tα α≥ ∀ ∈ ⇒ℝ  este 

punct de minim pentru funcŃia derivabilă g .Din teorema lui Fermat deducem că ( ) 0g α′ = .  

Cum ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t f b t f a t f a f bα α′ = + − + ⇒ + = + . 

 
Cazuri particulare 
 
1.Fie ba, numere reale , ba <  şi :f →ℝ ℝ  continuă astfel încât: 

( ) ( ) ( )
2

,  
b a b

a a
f a b x t dx f x dx t

+
+ − + ≥ ∀ ∈∫ ∫ ℝ . DemonstraŃi că ( ) ( )bafaf +=2 . 

 
2.Fie ba, numere reale , ba <  şi :f →ℝ ℝ  continuă astfel încât: 

( ) ( ) ( )2
,

b b

a a b
f a b x t dx f x dx t

+
+ − + ≥ ∀ ∈∫ ∫ ℝ . DemonstraŃi că ( ) ( )bfbaf 2=+ . 

 
3. Fie ba, numere reale , ba <  şi :f →ℝ ℝ  continuă astfel încât: 

( ) ( ) ( )
0

,
b b a

a
f a b x t dx f x dx t

−
+ − + ≥ ∀ ∈∫ ∫ ℝ . DemonstraŃi că ( ) ( )abff −=0 . 

 



16.Fie [ ]: 0,f ∞ →ℝ o funcŃie continuă cu proprietatea că există ( )1,0∈a  astfel încât : 

( ) ( )∫=
ax

dttfxf
0

, ( ) 0≥∀ x  .ArătaŃi că ( ) ( ) [ ]∞∈∀= ,0,0 xxf . 

(O.J.,Iaşi ,1997,Bendea Gheorghe) 
 
 
Generalizare 
Fie [ ]: 0,f ∞ → ℝ  o funcŃie continuă cu proprietatea că există ( ) 1,0, ∈ba şi 0, >BA  astfel încât: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
0 0

≥∀+= ∫ ∫ xdttfBdttfAxf
ax bx

.ArătaŃi că ( ) ( ) )[ ∞∈∀= ,0,0 xxf . 

 
SoluŃie        
Observ că ( ) 00 =f . 

Fie 0>x  şi ( ) [ ]{ }xttfM ,0 max ∈= .Avem: 

( ) ( ) ( )
0 0

at bt
f t A f u du B f u du A M at B M bt≤ + ≤ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∫ ∫ , ( ) [ ]xt ,0∈∀ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

22

00

bt
BMbAMaB

at
BMbAMaAduufBduufAtf

btat
+++≤+⋅≤ ∫∫  

( )( ) 2
22

2
t

BbAabBaAM ++= , ( ) [ ]xt ,0∈∀ .Prin inducŃie matematică se arată că: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ] ( ) *
22

 şi ,0,
! 

... Ν∈∀∈∀+⋅⋅++≤ nxtt
n

BbAaBbAabBaAM
tf n

nn

. 

Dacă notăm ( )max ,a bα =  şi ( )BAk ,max= , atunci 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 ... 2

!

n nM k k k t
f t

n

α α α⋅ ⋅ ⋅ ⋅
≤ =

( )

( ) [ ]
1

22
, 0,

!

n n
n nM t

t x
n

α
+

⋅ ∀ ∈  

( ) ( ) [ ]xt
n

tM
tf

nn

,0,
!

2 ∈∀⋅≤⇒ . Cum 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,00
!

2
lim0

!

2
lim ≥∀=⇒=≤⇒=

∞→∞→
xxf

n

x
Mxf

n

x n

n

n

n
. 

 
Probleme propuse 
 
1.Fie [ ): 0,f ∞ →ℝ  o funcŃie continuă cu proprietatea că există ( )1,0, ∈ba  , astfel încât : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
00

≥∀+≤ ∫∫ xdttfdttfxf
bxax

. ArătaŃi că ( ) ( ) [ ]∞∈∀= ,0,0 xxf . 

 
2.Fie [ ): 0,f ∞ →ℝ  o funcŃie continuă cu proprietatea că există ( )1,0∈a  astfel încât : 

( ) ( ) ( ) 0,
0

≥∀≤ ∫ xdttfxf
ax

.ArătaŃi că ( ) ( ) 0,0 ≥∀= xxf . 

 
 
3.Fie [ ): 0,f ∞ →ℝ  o funcŃie continuă cu proprietatea că există  ( )1,0,, ∈cba  astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

, 0
ax bx cx

f x f t dt f t dt f t dt x= + + ∀ ≥∫ ∫ ∫ . ArătaŃi că ( ) ( ) 0,0 ≥∀= xxf . 

 



4.Fie [ ): 0,f ∞ →ℝ  o funcŃie continuă cu proprietatea că există 0,...,, 21 >nAAA  şi 

( )1,0,...,, 21 ∈naaa  astfel încât: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 20 0 0
... , 0

na x a x a x

nf x A f t dt A f t dt A f x dt x≤ + + + ∀ ≥∫ ∫ ∫ .ArătaŃi că 

( ) ( ) 0,0 ≥∀= xxf . 

 
17.Fie [ ], : ,f g a b →ℝ două funcŃii continue pe [ ]ba, . Să se demonstreze că există ( )bac ,∈  

astfel încât: ( ) ( ) ( ) ( ) 0=+ ∫∫
c

b

c

a
dxxgcfdxxfcg . 

(O.J.,MehedinŃi,1997 ) 
Generalizare 
Fie [ ], , : ,f g h a b →ℝ .Dacă gf , sunt continue iar h este derivabilă,să se demonstreze că există 

( )bac ,∈  astfel încât: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c b

a b a c
h c g c f x dx h c f c g x dx f x dx g x dx h c′+ = ⋅ ⋅∫ ∫ ∫ ∫ . 

 
SoluŃie 

Considerăm funcŃia [ ] ( ) ( ) ( ) ( ): , ,
t t

a b
F a b F t f x dx g x dx h t→ = ⋅ ⋅∫ ∫ℝ .Observăm că 

( ) ( ) 0== bFaF .Cum F este derivabilă pe [ ]ba,  folosind teorema lui Rolle deducem că 

există ( )bac ,∈  astfel încât ( ) 0=′ cF .Deoarece 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫∫ ′⋅⋅−+=′
t

b

t

a

b

t

t

a
thdxxgdxxfdxxfthtgdxxgthtftF  se deduce relaŃia din 

enunŃ. 
 
Cazuri particulare 
 
1Fie funcŃiile continue [ ], : ,f g a b →ℝ .Să se demonstreze că există ( )bac ,∈  astfel încât 

: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ⋅=+
c

b

b

c

c

a

c

a
dxxgdxxfdxxgccfdxxfccg . 

 
2.Fie funcŃiile continue [ ], : ,f g a b →ℝ .Să se demonstreze că există ( )bac ,∈  astfel 

încât: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ⋅=+
c

b

b

c

c

a

c

a
dxxgdxxfdxxgcfdxxfcg . 

 
3.Fie funcŃiile continue [ ], : ,f g a b →ℝ .Să se demonstreze că există  ( )bac ,∈  astfel 

încât: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ⋅=+
c

b

b

c

c

a

c

a
dxxgdxxfcdxxgcfdxxfcg . 

4.Fie funcŃiile continue [ ], , : ,f g h a b →ℝ cu h  derivabilă.Să se demonstreze că există ( )bac ,∈  

astfel încât : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫∫ ⋅′=+
c

b

b

c

c

a

c

a
dxxgdxxfchdxxgcfdxxfcg . 

 

18.Fie [ ]: 0,1f →ℝ o funcŃie continuă şi înjectivă cu proprietatea că ( ) 11 =f . DemonstraŃi că 

dacă există ( )1,00 ∈x  astfel încât ( ) 20 ≥xf ,atunci ( ) 2
1

0
>∫ dxe xf . 

(O.J.,MehedinŃi,1997 ) 
 



Generalizare 
Fie ,a b∈ℝ  cu ba <  şi funcŃiile continue [ ]: ,f a b →ℝ , :g →ℝ ℝ .Dacă g  este crescătoare, f  

injectivă, ( )f b α=  şi există ( )bax ,0 ∈  astfel încât: 

( ) αβ >≥0xf ,atunci : 

a) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

b

a
g f x dx bg ag x g gα β β α≥ − + −∫  

b) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )0 0 0

b

a
g f x dx bg f x ag f a x g f a g f x≤ − + −∫ . 

 
Cazuri particulare 
 
1.Fie [ ]: 0,1f →ℝ  o funcŃie continuă şi injectivă cu proprietatea că ( ) 11 =f , 

  ( ) 30 ,2
2

1 ==







ff . DemonstraŃi că :  

( ) ( ) ( )
∫

+≤≤+ 1

0

2

2

1

2

1 ee
dxe

ee xf  . 

2.Fie [ ]: ,f a b →ℝ  o funcŃie continuă şi injectivă cu proprietatea că 

  ( ) ( ), , ,
2

a b
f a f f bα β γ α β γ+ = = = > > 

 
.ArătaŃi că : 

  ( ) βγγβ e
ba

e
ab

dxee
ba

e
ab b

a

xf

2222

++−≤≤++−
∫ . 

 
3.Fie [ ]: 0,1f →ℝ  o funcŃie continuă şi injectivă cu proprietatea că  

( ) ( ) 11,2
2

1
,30 ==







= fff .DemonstraŃi că ( )
2

6ln
ln

2

2ln 1

0∫ ≤≤ dxxf  . 

 
4.Fie [ ]: ,f a b →ℝ  o funcŃie continuă şi injectivă cu proprietatea că 

( ) ( ), , , 0
2

a b
f a f f bα β γ α β γ+ = = = > > > 

 
.ArătaŃi că : 

( )ln ln ln ln ln
2 2 2 2

b

a

b a a b b a a b
f x dxβ γ α β− + − ++ ≤ ≤ +∫ . 

 
5.DaŃi exemple de funcŃii pentru care inegalităŃile din partea stângă ale exerciŃiilor (1) şi (3) devin 
egalităŃi. Aceeaşi cerinŃă şi pentru inegalităŃile din partea dreaptă. 
 

19.Fie [ ] ( ), : , , 0f g a a a a− → ∈ >ℝ ℝ  două funcŃii cu proprietăŃile: 

1) f derivabilă, g continuă pe [ ]aa,−  ; 

2) gf  şi ′ sunt pare. 

Să se arate că: ( ) ( ) ( ) ( )
0

2 0
a a

a
f x g x dx f g x dx

−
=∫ ∫ . 

(O.J., NeamŃ ,1997 ) 
Generalizare 
 
Fie 0,0 ≥> αa  şi funcŃiile [ ], : ,f g a aα α− + + →ℝ  ce satisfac condiŃiile: 

1) f derivabilă, g continuă pe [ ],a aα α− + + ; 

2) ( ) ( ) ( ) [ ], 0,g x g x x aα α− + = + ∀ ∈ ;    3) ( ) ( ) ( ) [ ], 0,f x f x x aα α′ ′− + = + ∀ ∈ . 

Să se arate că : ( ) ( ) ( ) ( )2
a a

a
f x g x dx f g x dx

α α

α α
α

+ +

− +
=∫ ∫ . 



 
SoluŃie 

Considerăm funcŃia: [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ): 0, , 2  .
t t

t
h a h t f x g x dx f g x dx

α α

α α
α

+ +

− +
→ = −∫ ∫ℝ  FuncŃia h este 

derivabilă şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2h t f t g t f t g t f g tα α α α α α′ = + + + − + − + − + =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f t g t f t g t f g tα α α α α α= + + + − + + − + =  

( ) ( ) ( ) ( )2g t f t f t fα α α α= +  + + − + −   . 

Fie ( ) ( ) ( ) ( )2p t f t f t fα α α= + − − + − .Avem 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ] ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

0, 0, 0 0, 0,

0, 0, 0 0, 0, 0

p t f t f t t a p t p t a

h t t a h t h t a h a

α α′ ′ ′= + − − + = ∀ ∈ ⇒ = = ∀ ∈ ⇒

′ = ∀ ∈ ⇒ = = ∀ ∈ ⇒ =
 

20. Fie , :f g →ℝ ℝ  astfel încât ( )xf e g x dx∈ ∫  şi ( )xg e f x dx∈ ∫ . Să se determine f şi g ştiind 

că (0)f e=  şi (0) 0g = . 
(O.L,Bucureşti , 2000, M. Andronache ) 

 
Generalizare: 
Fie , :f g →ℝ ℝ  astfel încât ( ) ( )f h x g x dx∈ ∫  şi ( ) ( )g h x f x dx∈ ∫ . Să se determine f  şi g  ştiind 

că (0)f a=  , (0)g b=  şi  h  este continuă. 
SoluŃie: 

( ) ( )f h x g x dx f∈ ⇔∫  este derivabilă şi                                               (1)f hg′ =  

( ) ( )g h x f x dx g∈ ⇔∫  este derivabilă şi                                               (2)g hf′ =  

Din (1) şi (2) deducem că p hp′ =  şi q hq′ = − , unde p f g= +  şi q f g= − . RelaŃia p hp′ =  se 

poate scrie ( ) 0Hpe− ′ = , unde H  este o primitivă a lui ( ) 1h k⇒ ∃ ∈ℝ  astfel încât 

1 1
H Hpe k p e k= ⇔ = . Analog relaŃia q hq′ = −  se scrie ( ) ( ) 20Hqe k′ = ⇔ ∃ ∈ℝ  astfel încât 

2 2
H Hqe k q e k− −= ⇔ = . Cum (0)f a=  şi (0) (0)g b p a b= ⇒ = +  şi 

( )0
(0) H

H

a b
q a b p f g e

e

+= − ⇒ = + =     şi 

( ) ( )0H

H

a b e
q f g

e

−
= − = ⇒   

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0

0

1
( )

2

H x H

H H x

a b e a b e
f x

e e

 + −
= + 

 
 

 şi 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

0

0

1
( )

2

H x H

H H x

a b e a b e
g x

e e

 + −
= − 

 
 

. 

Cazuri particulare: 
1. Fie , :f g →ℝ ℝ  astfel încât 2 ( )f x g x dx∈ ∫  şi 2 ( )g x f x dx∈ ∫ . Să se       determine f şi g ştiind 

că (0)f e=  şi (0) 0g = . 

2. Fie , :f g →ℝ ℝ  astfel încât ( )xf e g x dx−∈ ∫  şi ( )xg e f x dx−∈ ∫ . Să se    determine f şi g ştiind 

că 2(0)f e=  şi (0) 0g = . 

3. Fie , :f g →ℝ ℝ  astfel încât 
2

( )

1

g x
f dx

x
∈

+∫
 şi 

2

( )

1

f x
g dx

x
∈

+∫
. Să se    determine    f şi g ştiind 

că (0)f e=  şi (0) 0g = . 
 



21. Fie :f →ℝ ℝ  continuă pe ℝ  cu proprietatea că  ( )( ) ( ) ,f x f x x x+ − = ∀ ∈ℝ . CalculaŃi 

4
2

4

( )

cos

f x
dx

x

π

π−∫ . 

(O.L., Vaslui, 2001) 
Generalizare: 
Fie , , , , ,a b a bα β γ ∈ <ℝ  şi funcŃiile [ ], , : ,f g h a b →ℝ  continue, astfel încât 

( ) [ ]( ) ( ) ( ), ,f x f a b x h x x a bα β+ + − = ∀ ∈  şi ( ) ( ),g x g a b xγ = + −  

[ ]( ) , , 0x a b αγ β∀ ∈ + ≠ . ArătaŃi că ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a
f x g x dx h x g x dx

γ
γα β

⋅ =
+∫ ∫ . 

SoluŃie: 

Folosim egalitatea ( ) [ ]( ) ( ) , : ,
b b

a a
u x dx u a b x dx u a b= + − ∀ →∫ ∫ ℝ , o funcŃie  integrabilă pe [ ],a b . 

ObŃinem: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
I f x g x dx f a b x g a b x dx f a b x g x dxγ= = + − + − = + −∫ ∫ ∫  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b

a a

I
I f x f a b x g x dx h x g x dx

I

βα α βγ
β β βα α α
γ γ γ

+ + + −
= = =

+ + +

∫ ∫
. 

Cazuri particulare: 

1.CalculaŃi 4
2

4

( )

sin 1

f x
dx

x

π

π− +∫ , unde : ,
4 4

f
π π − →  

ℝ  este o funcŃie continuă astfel       încât 

( )( ) ( ) , ,
4 4

f x f x x x
π π + − = ∀ ∈ −  

. 

2. CalculaŃi ( )( )1 2 1

1
lnn x xx ae b be a dx+

−
+ +∫  unde n∈ℕ  şi , 0a b > . 

3. CalculaŃi 
( )( )

( )( )
1 2 1

2 21
ln

x x

n

x x

ae b be a
x dx

ce d de c
+

−

+ +

+ +∫  unde n∈ℕ  şi , , , 0a b c d > . 

 

22. Să se demonstreze că nu există o funcŃie continuă [ ]: 0,1f →ℝ  strict crescătoare astfel încât 
1

0
( ) 0f x dx =∫  şi 

1

0
( ) 0xf x e dx− =∫ . 

(O.L., Vaslui, 1997) 
Generalizare: 
Fie [ ]: ,g a b → ℝ  o funcŃie continuă şi descrescătoare. Să se demonstreze că nu există o funcŃie 

[ ]: ,f a b →ℝ  continuă şi strict crescătoare astfel încât ( ) 0
b

a
f x dx =∫  şi ( ) ( ) 0

b

a
f x g x dx =∫ . 

SoluŃie: Presupunem că există funcŃii. Folosind teorema de medie deducem că există ( ),c a b∈  astfel 

încât ( ) 0f c =  şi cum f  este strict crescătoare ( )( ) 0, [ , )f x x a c⇒ < ∀ ∈  şi ( )( ) 0, ( , ]f x x c b> ∀ ∈ . 

Dacă [ ],x a c∈  atunci ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g c≤ ,iar dacă [ ],x c b∈  atunci ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g c≤ ⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx g c f x dx f x g x dx< = ⇒ <∫ ∫ ∫ ceea ce contrazice ipoteza. 

Cazuri particulare: 
1. Să se arate că nu există funcŃii continue [ ]: ,f a b →ℝ  strict crescătoare astfel    încât 

1

0
( ) 0f x dx =∫  şi 

( )
0

1

b

xa

f x
dx

e
≥

+∫ . 



2. Să se arate că nu există funcŃii continue [ ]: ,f a b →ℝ  strict crescătoare astfel    încât 
1

0
( ) 0f x dx =∫  şi ( ) 0

b x

a
f x e dx ≥∫ . 

 

23. Fie *a ∈ℝ , a  fixat. Să se determine funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue pentru care: 

( )
0 0

( ) ( ) ,
a x

x f t dt a f t dt x= ∀ ∈∫ ∫ ℚ . 

(O.L., MehedinŃi, 2003) 
Generalizare: 
Fie *a ∈ℝ , a  fixat şi :g →ℝ ℝ  o funcŃie derivabilă cu derivata continuă şi ( ) 0, (0) 0g a g≠ = . Să se 

determine funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue pentru care: ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
a x

g x f t dt g a f t dt x= ∀ ∈∫ ∫ ℚ . 

SoluŃie: 
Fie x ∈ℝ  şi ( )n n

x
∈ℕ

 un şir de numere raŃionale ce converge la x  

( ) ( )
0 0 0 0

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
na x a x

n
n n

g x f t dt g a f t dt g x f t dt g a f t dt x
→∞ →∞

⇒ = ⇒ = ∀ ∈∫ ∫ ∫ ∫ ℝPrin derivare 

obŃinem: 
0

( ) ( ) ( ) ( ),
a

g x f t dt g a f x′ =∫  

( ) ( ) ( )
0

( )
( ) ( ) ,

( )

ag x
x f x f t dt x k

g a

′
∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈ ⇒ ∃ ∈∫ℝ ℝ ℝ astfel încât ( )( ) ( ),f x kg x x′= ∀ ∈ℝ . Se 

observă că funcŃia găsită satisface condiŃia din enunŃ. 
Cazuri particulare: 
1. Fie *a ∈ℝ , a  fixat. Să se determine funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue pentru care:  

   ( )2 2

0 0
( ) ( ) ,

a x
x f t dt a f t dt x= ∀ ∈∫ ∫ ℝ . 

2. Fie *a ∈ℝ , a  fixat *n ∈ℕ . Să se determine funcŃiile :f →ℝ ℝ , continue pentru care: 

    ( )
0 0

( ) ( ) ,
a xn nx f t dt a f t dt x= ∀ ∈∫ ∫ ℝ . 

 

24. Fie : [0, )f → ∞ℝ  continuă. DemonstraŃi că 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )2 2

2 2

1 1 121 1
( ) ( ) , 0,

2 1 2

x x x

x x x
f t dt f t dt f t dt x

x x

+ + +
≤ ≤ ∀ ∈ ∞

+ ∫ ∫ ∫ . 

(O.L., DâmboviŃa) 
Generalizare: 
Fie ( ): 0,f ∞ →ℝ  o funcŃie derivabilă cu derivata continuă, strict pozitivă şi crescătoare. ArătaŃi că 

pentru o funcŃie continuă : [0, )f → ∞ℝ  are loc inegalitatea: 

( ) ( )
( )

( )1 11
( ) ( )

1

x x

x x
f t dt f t dt

x

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
+ +

≤ ≤
′ + ∫ ∫ ( )

( )

( ) ( )11
( ) , 0,

( )

x

x
f t dt x

x

ϕ

ϕϕ
+

∀ ∈ ∞
′ ∫ . 

SoluŃie: 

Cu schimbarea de variabilă ( )t uϕ=  obŃinem ( ) ( )
( )

( )1 1
( ) ( )

x x

x x
f t dt u f u du

ϕ

ϕ
ϕ ϕ

+ +
′=∫ ∫ . Inegalitatea de 

demonstrat devine: ( ) ( ) ( )1 1 1( ) ( )
( ) ( ) ( )

( 1) ( )

x x x

x x x

t t
f t dt f t dt f t dt

x x

ϕ ϕϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

+ + +′ ′
≤ ≤

′ ′+∫ ∫ ∫  care este o 

inegalitate adevărată deoarece ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( )
( ) ( ) ( ) , , 1

( 1) ( )

t t
f t f t f t t x x

x x

ϕ ϕϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′
≤ ≤ ∀ ∈ +

′ ′+
. 

Cazuri particulare: 
1. Fie : [0, )f → ∞ℝ  o funcŃie continuă. ArătaŃi că are loc inegalitatea: 



   
( )

( ) ( )( )( )3 3

3 3

1 1 13
2 2

1 1
( ) ( ) , (0, ).

33 1

x x x

x x x
f t dt f t dt f t dt x

xx

+ + +
≤ ≤ ∀ ∈ ∞

+ ∫ ∫ ∫  

2. Fie : [0, )f → ∞ℝ  o funcŃie continuă. ArătaŃi că are loc inegalitatea:    

     ( ) ( ) ( )
1 11

1

1 1
( ) ( ) , 0, .

x x

x x

e x et
x xe x e

f t dt f e dt f t dt x
e e

+ ++

+ ≤ ≤ ∀ ∈ ∞∫ ∫ ∫  

 

25. Fie [ ]: 0,1f →ℝ  o funcŃie continuă şi ( ) [ ]1
0,1n n

a ≥ ⊂  un şir cu limita λ . Să se arate că: 

( )1
0

0

1
( ) , 0

lim
(0), 0

n
n

f t dt
f a x dx

f

λ
λ

λ
λ

→∞

 ≠= 
 =

∫∫ . 

(O.L., Olt, 2007, Florian Dumitrel) 
Generalizare: 
Fie , ,a b a b∈ <ℝ  şi [ ], : ,f g a b →ℝ  două funcŃii continue şi ( ) ( ) [ ]1 1

, 0,1n nn n
a b≥ ≥ ⊂  două şiruri 

convergente la limita λ . Să se arate că 

( )( ) ( )( )
( )

( )

1
( ) ( ) ,  dacă 0

lim 1 1
( ) ( ),  dacă =0

a b a
b

a
n n n nan

f x g x dx
f xa a a g xb b a

b a f a g a

λ
λ

λ
λ

+ −

→∞

 ≠+ − + − =
 −

∫
∫  

SoluŃie: Notăm ( ) ( )( ) ( )( )1 1n n n n nx f xa a a g xb b aϕ = + − + − şi 

( ) ( )( ) ( )( )1 1x f x a g x aϕ λ λ λ λ= + − + − . 

Cum f  este continuă pe [ ],a b ⇒  că f  este uniform continuă  pe [ ] ( ) ( ) ', 0 0a b εε δ⇒ ∀ > ∃ >  astfel 

încât ( ) [ ]( ) ( ) , , ,f u f v u v a bε− < ∀ ∈  cu u v εδ ′− < . Analog avem: ( ) ( ) ''0, 0εε δ∀ > ∃ >  astfel încât 

( ) [ ]( ) ( ) , , ,g u g v u v a bε− < ∀ ∈  cu u v εδ ′′− < . Fie 
[ ]

( )1
,

max
x a b

M f x
∈

=  şi 

 [ ]
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
2

,
max ( ) ( ) ( ) 1 1

1 1 1 1

n n n
x a b

n n n n

M g x x x f xa a a f x a

g xb b a g xb b a g x a f x a

ϕ ϕ λ λ

λ λ λ λ
∈

= ⇒ − ≤ + − − + − ⋅

+ − + + − − + − + − ≤
 

2 1M Mε ε+ .Aceasta rezultă  din următoarele: 

Cum ( ) ( )0,n na b nλ λ ε→ → ⇒ ∃ ∈ℕ  astfel încât , ,n na b
M a

εδλ λ− − <
+

  

( ) ( )0n n ε∀ ≥ ; 
[ ],

max
x a b

M x
∈

=  şi ( )min ,ε ε εδ δ δ′ ′′= . 

( ) ( )1 1n n n nxa a a x a x a a a ελ λ λ λ δ+ − − − − ≤ − + − <  

( ) ( ) ( )1 1n n nxb b a x a x a b ελ λ λ δ+ − − − − ≤ + − < .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 2 1 2 0, , ,nM M x x x M M x a b nε ϕ ϕ ϕ ε δ ε− + + ≤ ≤ + + ∀ ∈ ∀ >  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2

b b b

na a a
x dx M M b a x x dx M M b aϕ ε ϕ ϕ ε⇒ − + − ≤ ≤ + + − ⇒∫ ∫ ∫  

( ) ( )
( )

( )

1
( ) ( ) ,  dacă 0

lim
( ) ( ),  dacă =0

a b a
b b

a
na an

f x g x dx
x x dx

b a f a g a

λ
λ

λϕ ϕ
λ

+ −

→∞

 ≠= = 
 −

∫
∫ ∫  

26. Se consideră şirul: ( ) ( ) ( )*1 1 1 1
1 ... 1 , , 0,

1 2 1 3 1 1
n

na p n p
p p p np

= − + − + + − ∈ ∈ ∞
+ + + +

ℕ .  

 a) ArătaŃi că: 
1

0

1
lim ( )

1n pn
a p dx

x→∞
=

+∫ . 



 b) ArătaŃi că: ( ) ( )( )
1 1 1 1 ln 2

lim ... 1
1 2 3 4 5 6 2 1 2 2 4 2

n

n n n

π
→∞

 
− + + + − = −  ⋅ ⋅ ⋅ + + 

. 

Generalizare: 
Se consideră şirul: ( ),na p q =

( ) ( )1 1 1 1 1
... 1 , , 0,

1 1 2 1 3 1 1
n

p q
q p q p q p q np q

− + − + + − ∈ ∞
+ + + + + + + + +

 

a) ArătaŃi că: 
1

0
lim ( , )

1

q

n pn

x
a p q dx

x→∞
=

+∫ . 

b) ArătaŃi că pentru orice 1q ≥  avem: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1

20

1 1 1 1
lim ... 1

1 2 3 4 5 2 2 1

1

n

n

q q

q q q q q q n q n q

x x
dx

x

→∞

−

 
− + + + − =  + + + + + + + + 

−
+∫

 

SoluŃie: 

a) Avem ( )
1 1

1 ... , 1
1

n
n x

x x x
x

+ −+ + + = ∀ ≠
−

. Înlocuind x  cu px−  obŃinem: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )1

0

1 1
1 ... 1 , 0 ... 1

1

1
, 0 ... 1

1

n np p
n np np q p q np q

p

nq np p q
nq p q np q

p

x
x x x x x x

x

x x
x x x x dx

x

+
+ +

+ +
+ +

+ −
− + + − = ∀ ≥ ⇒ − + + − =

+
+ −

∀ ≥ ⇒ − + + − =
+ ∫

 

( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0
1 , 1

1 1 1 1

q np p q q np p q
n n

np p p p

x x x x
dx dx a p q dx dx

x x x x

+ + + +

= + − ⇒ = + −
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫ , cum 

( )1 1

0 0

1
0 ,

1 1

np p q
np p q

p

x
dx x dx n

x np p q

+ +
+ +≤ ≤ = ∀ ∈

+ + + +∫ ∫ ℕ  şi 
1

lim 0
n np p q→∞

=
+ +

 din teorema "cleştelui" 

obŃinem că:  
1

0
lim 0

1

np p q

pn

x
dx

x

+ +

→∞
=

+∫ , deci ( ) 1

0
lim ,

1

q

n pn

x
a p q dx

x→∞
=

+∫  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )

0 0 0

1 1
1 1 1

2 2 20 0 0

1 1 1
lim ... 1

1 2 3 2 2 1

1 1 1
lim lim

2 2 1 2 2 1

lim 2, 1 2, lim lim
1 1 1

n

n

k k kn n n

n n
k k k

q q q q

n n
n n n

q q q q n q n q

k q k q k q k q

x x x x
a q a q dx dx dx

x x x

→∞

→∞ →∞= = =

− −

→∞ →∞ →∞

 
− + + − =  + + + + + + 

 − − −
 = − =
 + + + + + + 

  −− − = − = + + + 

∑ ∑ ∑

∫ ∫ ∫

 

Cazuri particulare: 

1. CalculaŃi: 
( )11 1 1

lim ...
3 5 7 2 3

n

n n→∞

 −
 − + + +
 + 

. 

2. CalculaŃi: 
( )11 1

lim 1 ...
4 7 3 1

n

n n→∞

 −
 − + + +
 + 

. 

3. CalculaŃi: 
( )

( )( )
11 1

lim ...
3 4 5 6 2 3 2 4

n

n n n→∞

 −
 − + +
 ⋅ ⋅ + + 

. 



 

27. Fie *:f + +→ℝ ℝ  ,derivabilă cu ( )( ) ( ) *1 ( ) 0,f x f x x +′ − ≤ ∀ ∈ℝ  şi (0) 1f = . ArătaŃi că 

( )ln ( ) ( ) 1,f x f x x +≤ − ∀ ∈ℝ . 

(Concursul "Ion Barbu", 2006) 
Generalizare: 

Fie *:f + +→ℝ ℝ  ,derivabilă cu ( )( ) ( ) *( ) 0,nf x a bf x x +′ − ≤ ∀ ∈ℝ  şi (0)
a

f
b

= , unde , 0a b > . Atunci 

avem: ( )ln ( ) ( ) , 0
n

n
n

b b a
f x f x x

a na b

   ≤ − ∀ ≥  
   

.  

SoluŃie: 
Cum ( )( ) 0, 0f x x> ∀ ≥ , atunci relaŃia dată în enunŃ se poate scrie: 

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1

0 0

( ) ( )
( ) ( ), ( ) ( ) , 0

( ) ( )

( ) (0)
ln ( ) ln (0) , 0 ln ( ) ln

( )
, 0 ln ( ) ( ) , 0.

x xn n

n n

n
n

n
n

n

f x f t
a bf x f x x a dt bf t f t dt x

f x f t

bf x bf a
a f x a f x a f x a

n b

a
bf x b

b b ab
x f x f x x

n a na b

− −
+

′ ′′ ′≤ ∀ ∈ ⇒ ≤ ∀ ≥

−
⇒ − ≤ ∀ ≥ ⇔ ≤ − ≤

 −       ∀ ≥ ⇔ ≤ − ∀ ≥  
   

∫ ∫ℝ

 

Cazuri particulare: 
1. Fie :[0, ) (0, )f ∞ → ∞  derivabilă cu ( )( ) ( )21 ( ) 0, 0f x f x x′ − ≤ ∀ >  şi (0) 1f = .    ArătaŃi că 

( ) ( )21
ln ( ) ( ) 1 , 0

2
f x f x x≤ − ∀ ≥ . 

2. Fie :[0, ) (0, )f ∞ → ∞  derivabilă cu ( )( ) ( )3 *1 ( ) 0,f x f x x +′ − ≤ ∀ ∈ℝ  şi    (0) 1f = . ArătaŃi că 

( ) ( )31
ln ( ) ( ) 1 , 0

3
f x f x x≤ − ∀ ≥ . 

3. Fie :[0, ) (0, )f ∞ → ∞  derivabilă cu ( )( ) ( )( ) 0, 0f x a f x x′ − ≤ ∀ >  şi (0)f a= ,     unde 0a >  . 

Atunci avem:  ( ) ( )( ) 1
ln ( ) , 0

f x
f x a x

a a
  ≤ − ∀ ≥ 
 

. 

 

28. CalculaŃi 
1

0 2
lim

2007

n

n

x
n dx

x→∞ +∫ . 

(Concursul "Ion Ciolac", 2007, Liliana Niculescu) 
Generalizare: 
Fie *r ∈ℕ  şi 1 2, ,..., rk k k ∈ℕ  cu 1 2, ,..., 2rk k k ≥ . Dacă ( )1 2, ,..., 0,ra a a ∈ ∞ , calculaŃi 

1 1 2 2

1

0
1 2

lim
... r r

n

k k k k k kn
r

x
n dx

x a x a x a→∞ + + + + + +∫ . 

SoluŃie: 
Se observă că pentru orice ( )0,1x∈  avem: 

( ) ( )

1 21 1 2 2 1 2

1 1 2 2

1 2

1 1 1 *

0 0 0
1 2

... ...

1 1
0 ,

...

rr r r

r r

k k kk k k k k k k k k
r

n n
n

k k k k k k
r

x a x a x a x x x rx

x x
n dx n dx x dx n

rx r rnx a x a x a

+ + + + + + > + + + = ⇒

′≤ ≤ = = ∀ ∈
+ + + + + +∫ ∫ ∫ ℕ

Cum 

1
lim 0
n rn→∞

=  din "teorema cleştelui" deducem că limita din enunŃ este 0. 



 
Cazuri particulare şi probleme asemănătoare: 

1. CalculaŃi: 
1

30 2 3
lim

1 1

n

n

x
n dx

x x→∞ + + +∫ . 

2. CalculaŃi: 
1

30 2 3
lim

2 2 3 3

n

n

x
n dx

x x→∞ + + +∫ . 

3. CalculaŃi: 
1

1

30 3
lim

1

n

n

x
n dx

x

+

→∞ +∫ . 

4. CalculaŃi: 
1

1

30 2 3
lim

1 2

n n

n

x x
n dx

x x

+

→∞

+

+ + +∫ . 

 
 
 
 


